Correction des exercices de révisions bac n°7 : équations différentielles, fonctions trigonométrigues

Exercice1 (12 pts) 1.(2pts)(E): 10y'+y=30=y' = —1—10y + 3.

Les solutions de I’équation(E) sont de la forme

3 ¢

t
f:tHKe_E——lzKe_ﬁ+30

1

(e)

(1pt) Orv(0) =0 = K +30 = 0 & K = —30
t t
Donc v(t) = —30e 10 + 30 = 30 (1 _ e‘ﬁ)

t
2. a. (2 pts) On dérive v : pourt > 0, v'(t) =30 X — (— 1—10) Xe 10=3e 10

Donc v'(t) est positif pour tout t et v est croissante sur [0 ; +oo.
t
2. b. (2 pts) Par composition, lim e 10 = 0 donc lim v(t) = 30
t—>+o t—>+o00
3. a. (2 pts) On utilise un tableau de valeurs de v’ avec un pas de 0,1 pour trouver que la vitesse se stabilise a
partir d’environ 34 secondes.

3. b. (3 pts)

t t 1 t 1 t
! 10 T10 < — —-— — —_——< - X
v'(t) < 0,1 & 3e <0lee < 30 S 10 <lIn (30> = 10 < —=In(30) & t > 10 x In(30)

Donc la valeur exacte du nombre recherché est 10 X In(30)

Exercice 2 (4 pts) 1. (2 pts) Essayons de calculer le membre de gauche : f; '(x) + f,(x). Pour tout x réel :
fox)=Qx+3)e ™™+ (x?+3x) X (—e ™) =(2x+3—x%2—3x)e™ = (—x? —x + 3)e” ™.

Ainsi, fo '(X) + fo(x) = (—x?2 —x+3)e ™ + (x? + 3x)e™* = (—x2 —x + 3 + x2 + 3x)e™* = (2x + 3)e~*.
On retrouve bien le membre de droite. Donc la fonction f; est bien une solutionde (E) : y' +y = (2x + 3)e™™.
2.(1pt) (Ep):y' +y=0=y =—y.

Les solutions de cette équation homogene sont de la forme f(x) = Ke ™ oU K € R.

3. (1 pt) f;, étant une solution particuliére, les solutions de (E) sont de la forme Ke ™ + f;(x), soit :

Ke™ 4+ (x? 4+ 3x)e™ = (x? + 3x + K)e ™ ou K est un réel.

Exercice 3 (12 pts)
1a. (2 pts) On dérive f comme un produit.
Pour tout x € [0; 7], f'(x) = e”* sin(x) + e*cos(x) = e*(sin(x) + cos(x))

: . . e s
1b. (2 pts) Les fonctions sin et cos sont positives sur I'intervalle [O; 7]'
Donc (sin(x) + cos(x)) est également positif sur cet intervalle, et donc f'(x) I'est aussi.

Donc f est strictement croissante sur l'intervalle [O; %]

2a. (2 pts) On calcule f(0) = e°sin(0) = 0 et f'(0) = e°(sin(0) + cos(0)) = 1(0 + 1) = 1.

Donc la tangente T a pour équationy = f'(0)(x — 0) + f(0) = 1x + 0 = x.

2b. (2 pts) On dérive a nouveau f'.

f"(x) = e*(sin(x) + cos(x)) + e*(cos(x) — sin(x)) = e*(sin(x) + cos(x) + cos(x) — sin(x)) = 2e*cos(x)

Or, a nouveau, la fonction cos est positive sur I'intervalle [0; 7] donc f"'(x) est positif, ainsi f est convexe sur cet
intervalle.

2c. (2 pts) f étant convexe sur [0; %], sa courbe est au-dessus de sa tangente T, donc f(x) = x.
D’ol e* sin(x) > x pour tout x € [O;%].
2d. (2 pts) En x = g, la fonction cos s’annule et change de signe. Donc f"'(x) également.

VA
f change donc de convexité. Donc le point d’abscisse > de la courbe Cy est un point d’inflexion.
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Exercice 4
Affirmation 1
Supposons qu’une telle fonction constante f existe. On a tout, pour tout réel x, f(x) = k aveck € R et

f'(x) = 0. De plus, d’apres (E), f'(x) = %f(x) +20= %k +2 %k =-2k= —%
Ainsi, la fonction constante f(x) = — % est bien solution de I’équation (E). L'affirmation est vraie.
Affirmation 2
§x 2 §x 4‘
Les solutions de (E) sont de la forme f(x) = Ke2™ — 3= Ke2” —=
2
30 4 4 4
En utilisant la condition initiale £(0) = 0, on obtient Ke2™ " — 3= 0= K- 3= 0= K= 3
4 3 4
Donc f(x) = 32 —3
, 4.3 3 3 o P
Onaalors f'(x) = 3 X 792 = 2e2” et le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 1 de Cy est
3 3
donc f'(1) = 2e2*! = 2¢2. 'affirmation est vraie.
Exercice 5 (20 pts)
Partie A
0
1. (3 pts) Ona f(0) = 220, soitae 2+ b =a + b = 220.
t
De plus, f'(t) = —%e“i. Or:
1
f'© +5f(®) =10
a _t 1 _t
& ——-e 2+=-(ae 2+b) =10
2 2
! b =10
& — =
2
< b =20

Etdea + b = 220, on déduit a = 200.
2a. (2 pts) Pour tout t positif :

200 _t _t
f’(t) = —TB 2 =-100e 2

Cette dérivée étant négative, f est décroissante sur R*.
t

2b. (2 pts) On a tli&n e 2 = 0donc tlir;n f(t) = 20 et C admet une asymptote horizontale d’équation y = 20.
3a. (1 pt) On situe ce moment a 3 h 48 mn environ.
3b. (3 pts) On résout une équation :

(t) =50 200 _%+20 50 200 _% 30 _% > ‘ 1 (3> t 21 <3> 3,79

= f—1 = f—1 = f—1 = —— = — & = — — =

f ¢ ¢ cTT207 727 ™20 "\20) >
Partie B
la.(3pts)d, = f(0) — f(1) = 78,7,d, = f(1) — f(2) = 47,7 etd, = f(2) — f(3) = 29,0.

1b. (4 pts) Pour tout n entier,
n+1 ) n n+1 n

n _nt1 n _nm n o n1 n 1
d, = (20072 +20)—(200e Z +20)=200(eZ—e "z ) =200(eZ—e Z2))=200e Z(1 — e 2)

n
Or lim e 2=0donc lim d, =0.
n-+oo n—-+oo

2. (2 pts) Par des calculs successifs, on trouve n = 6.
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Exercice 6 (16 pts)

1. Cette premiere question est difficile, mais il est possible de la passer.
* (2 pts) Supposons que f est solution de I'équation (E), c’est-a-dire que f' = —2—10]‘(3 —In(f))
Soit g = In(f). Montrons que g est solution de I'équation (E;). On dérive g :

fo—asfG-() 1

g = G- =~ o () =358~ 55
On a bien montré que g était solution de I'équation (Ej).
* (2 pts) Supposons que g est solution de I'équation (E,), c’est-a-dire que g' = %g - %
Montrons que f est solution de I'équation (E).
On remarque d’abord que si g = In(f), alors f = €9 et donc on peut calculer f':
fr=get = (550 o) e = (S5In() — o) £ =~ f(3—In(F)
20 20 20 20 20

On a bien montré que f était solution de I'équation (E).
2a. (2 pts) Les solutions de I’équation (Ej) sont de la forme :

3
1 STy t
g(t)zcmt—%zcmw ,CER
20

2b. (2 pts) Si g est solution de (E), alors f = e est solution de (E). On a alors pour tout t € [0 ; +oo[

t t
f(t) = exp (Ceﬁ + 3) = exp (3 + Cexp (%» ,CER

2c. (2 pts) D’apres le début de I'énoncé, f(0) = 1 (soit un millier). Ainsi :

0
exp(3+Cexp(%))=1<:>exp(3+C)=1<:>3+C=0<=>C=—3

3a. (2 pts) tlir;n exp (%) = 4+oodonc lim 3 —3exp (%) = —00,

t—o+o

. _ . . . _ ) —

Or Tl_l)r_noo exp(T) = 0 donc par composition, tl_l)rflmf(t) = tl—l)Too exp (3 3exp (20)) 0
. t oy 3 t
3b. (4 pts) f estde laformee® ouu(t) =3 —3exp (%) etainsiu'(t) = — 25 €XP (5)
o 3 t t

Ainsi, f(t) = — g exp (%) X exp (3 —3exp (%)).
Les exponentielles sont positives, donc le signe de f(t) est celui de — 23—0 qui est négatif.

f est donc décroissante sur [0; +oo].
3c. (4 pts) f(t) < 0,02

t
< exp <3 —3exp (%)) < 0,02

t
& 3—3exp (%> < 1n(0,02)

t
& —3exp <%) < 1n(0,02) — 3

t\ In(0,02) —3
& exp (—) >—

20 -3
L In (ln(0,0Z) - 3)
20 -3
In(0,02) — 3
S t>20In (_—3>

Le membre de droite vaut environ 16,69. Ainsi, c’est au bout de 17 années que la taille de I’échantillon sera
inférieure a vingt individus.
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Exercice 7 (20 pts)

1. (2 pt) Si f est une fonction constante solution de (Ey),ona f' =0, or f' = f,donc f = 0.

2. (2 pts) Les solutions de (E,) sont les fonctions de la forme f(x) = C e* ou C est un réel.

3. (3 pts) Pour x réel,ona h'(x) = —2sin(x) + cos(x).

Or h(x) — cos(x) — 3 sin(x) = 2 cos(x) + sin(x) — cos(x) — 3 sin(x) = cos(x) — 2 sin(x) = h'(x).
Donc h est solution de (E).

4. (4 pts) C’est un résultat qui est dans le cours : les solutions de (E) sont de la forme u + h,

ol u est solution de (Ej) et h une solution particuliere de (E). Ici, on nous demande de le redémontrer.
¢ Si f est solution de (E), alors : f'(x) = f(x) — cos(x) — 3 sin(x).

Il faut maintenant montrer que f — h est solution de (E,), c’est-a-direque (f —h)' = f'—h' = f — h.Or:
f'(x)—h'(x) = (f(x) —cos(x) — 3 Sin(x)) — (cos(x) — 2ssin(x)) = f(x) — 2 cos(x) — sin(x) = f(x) — h(x).
Ainsi, f — h est solution de (Ej).

* Si f — h est solution de (E), alors(f —h)' = f' —h' = f — h, cC'est-a-direque f' = f —h + h'.
Onaalors f'(x) = f(x) — 2 cos(x) — sin(x) + cos(x) — 2 sin(x) = f(x) — cos(x) — 3 sin(x).

f est alors bien solution de (E).

5. (3 pts) Les solutions f de (E) vérifie que f — h est solution de (E,), c’est-a-dire que pour tout x réel,
f(x) — h(x) = C e* ol C est un réel d’apres la question 2,

soit f(x) = C e* + h(x) = Ce* + 2 cos(x) + sin(x).

6.(2pts)Sig(0) =0,onaCe’+2cos(0) +sin(0)=0=C+2=0C=-2.

Ainsi, g(x) = —2e* + 2 cos(x) + sin(x).

7. (4 pts) On se rassure en remarquant que c’est bien la fonction trouvée précédemment.

La question a I'air compliquée, mais c’est I'intégrale d’une somme : on peut la diviser en 3 intégrales.

f —2e* + sin(x) + 2cos(x) dx = [—Zex]g + [—cos(x)]% + [ZSin(x)]g = —Ze% — (=2e%) — (= cos(0)) + 2sin (%) = —Ze% +5
0

Exercice 8 (20 pts)

Partie A (12 pts) 1. (3 pts) On sait que pour tout x réel, —1 < —cos(x) < let—1 < sin(x) < 1.
En additionnant ces deux égalités :

—2 < —cos(x) + sin(x) < 2

& —1 < —cos(x) +sin(x) +1<3

& —1xe™* < (—cos(x) +sin(x)+1)e™* <3 xe*

S —e ¥ < f(x) <3e™*

2.(2pts) lim e™ = 0 donc f est encadrée entre deux fonctions qui tendent vers 0 en +oo.
x>+

D’apreés le théoreme des gendarmes, sa limite en 4o est 0.

3. (3 pts) Soit x réel. f est un produit, que I'on dérive on posant :

u(x) =e*doncu'(x) = —e™*

v(x) = —cos(x) + sin(x) + 1 donc v'(x) = sin(x) + cos(x)

Ainsi, f'(x) = —e™*(—cos(x) + sin(x) + 1) + e™*(sin(x) + cos(x)) = e *(2 cos(x) — 1)
4a. (3 pts) Le signe de f'(x) ne dépend que de 2 cos(x) — 1. On doit résoudre une inéquation :
2cos(x)—1=0

1
< cos(x) = 5
On peut dessiner un cercle trigonométrique pour s’aider.

. ) . . . T T
Les mesures d’angles de [—n ; n] gui sont solution de cette inéquation sont celles de l'intervalle [—§ ;E]'

Ainsi, f'(x) est positif sur [—% ,%] et négatif sur [—n ; —%] V] [g ;n]

Arrai _I i i _n.r in décroi .
4b. (1 pt) f est décroissante sur [—n, 3], puis croissante sur [ 3 3] et enfin décroissante sur [:,bhg]
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Suite de la correction de I'exercice 8

Partie B (8 pts)
1. (2 pts) Pour x réel :
f(x) —g(x) = e™*(—cos(x) + sin(x) + 1) — (—e‘xcos(x)) =e *(sin(x) + 1)

Le signe ne dépend que de (sin(x) + 1). Or pour tout x réel, sin(x) = —1 donc sin(x) + 1 est positif.

Ainsi, Cr est au-dessus de (g sur R.
2. (2 pts) Pour x réel, on pose :
cos(x) sin(x)

2 2

P

W (x) = sinz(x) B cosz(x)

v'(x) =—e*

ulx) = —

v(x) =e”
On calcule ensuite :

') = (sinz(x) B cosz(x)> . <_ cosz(x) B sinz(x) B 1) % (=)

H'(x) = e~* <sin2(x) B cosz(x) N cosz(x) N sinz(x) N 1)

H'(x) = (sinx + 1)e™*
3. (1 pt) Il s’agit de calculer :

7 3n
f flx) —gx)dx = f (sinx + 1)e~*dx = H (37”) _y (_ %)

3—11— [ 3—71: Vs Vs Vs
emorn () - (=G 0¥ L (2o E e s

et (-2) = (-2 -2 )ef o (-2 0)ef o -t

2

31 T

T, , 1 3™ 4T .
Ainsi, I'aire demandée est de—ze 2 +;e2 unités d’aire.

(1 pt) Comme une unité de longueur mesure deux centimétres, une unité d’aire est 4 cm?.

3T T
2

. . 1 3% z . .
L’aire du domaine D est 4 X (—Ee 2 + S ) soit environ 9,60 cm?.
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