Correction des exercices de révisions bac n°6 : Intégrales

Exercice 1 (16 pts)

Partie A
1. (2 pts) On dérive f comme un produit et on factorise par e™
Pour tout x € [0;4] :
f'(x) =3,6e7%%% + (3,6x + 2,4) X (—0,6)e~ %% = ¢706%(3,6 — 2,16x — 1,44) = e~ 96*(—2,16x + 2,16)
2a. (2 pts) L’exponentielle étant positive, le signe ne dépend que de (—2,16x + 2,16), qui s’annule pour x = 1. Ainsi,
f'(x) est positif sur [0 ; 1] puis négatif sur [1 ; 4].
2b. (2 pts) f est donc croissante sur [0 ; 1] puis décroissante sur [1 ;4].
Onaf(0)=3,6%x0+24)e 96X0 - 14=24-14=1
f(1)=B,6x1+24)e %>t —14 =622 —1,4~ 1,89,
etenfin f(4) = (3,6 X4 +2,4)e %% — 14 = 6e™2* - 1,4 ~ 0,12
3a. (2 pts) On dérive aussi F comme un produit en factorisant par e ~%6%,
Pour tout x € [0 ; 4] :
F'(x) = —6e7%%% + (—6x — 14) X (=0,6)e™%%* — 1,4 = e705%(—6 + 3,6x + 8,4) — 1,4 = (3,6x + 2,4)e 0¥ — 1,4
3b. (3 pts) f:f(x)dx =F(4) — F(0)
=((-6x4—14)e7 %" — 1,4 x 4)—6 X 0 — 14e7 %0 — 14 x 0
= (—38e72%* —5,6) — (—14)
= —38e7%2* + 84
~ 4,95

0,6x

Partie B On veut vous faire calculer I'aire d’un cceur ¥

1. (3 pts)
0,5 0,5 0,5
4x3  4x? ’ 4x3 '
fg(x)dx= — ——+1x| =|—-2x%?+x
3 2 3
5 0 0
4x0,53 4 x 03
=(—————-2%x0,5%24+05]— —2%X0+4+0
4 x 0,125
=<T—2XO,25+0,5)
05 1
3 6

2. (2 pts) Calculons I'aire de la partie au-dessus de I'axe des abscisses (on multipliera le résultat par 2 par symétrie).

Soit A I'aire de cette partie supérieure. On a :
0,5

4
A= ff(x)dx —f g(x)dx ~ 4,95 — 0,17 ~ 4,78
0

0
Ainsi, I'aire demandée est d’environ 4,78 X 2 = 9,56 unités d’aire.

Exercice 2 (12 pts) 1. (2 pts)
f(n5) =

6 6 6 6

= = = :3
1+ 5e~1In5 1 1 1+1

donc le point A(In 5; 3) appartient bien a la courbe.

. _ . - o . . 6

2.(2pts) lim e ™™ =0, donc parsomme, lim 1+ 5e™* =1, et ainsi par quotient, lim f(x) =-=6.
xX—+00 xX—+00 xX—+00 1

Donc la droite d’équation y = 6 est une asymptote horizontale a la courbe Cs.

_v,

’IJZ

3a. (2 pts) On dérive f comme une fonction de la forme 6 X %, dont la dérivée est 6 X
F100) = 6 X —5X%x (—e™) _ 30e7*
(1+5e%)?2 (1+45e7%)2
3b. (2 pts) L’exponentielle et le carré étant positifs pour tout x € R, f'(x) est positif et f est croissante sur R.
On dresse le tableau de variations complet, donc il faut également calculer la limite en —oo.
-X —

lim e ™ = 4+, donc par somme, lim 14 5¢™* = 4o, et ainsi par quotient, lim f(x) = 0%.
X——00

X——00 X——00
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Suite de la correction de I'exercice 2
4a. (2 pts) Nous devons dériver Fj, en essayant de trouver la valeur de k, pour que Fy (x) = f(x).
Comme on trouve du e* au numérateur, on essaie de simplifier la fraction obtenue par e*.

e* - & x e*x1 . 1 k
e*+5 ex(1+eix) 1+e£x 14 5e~*
En prenant k = 6, on retrouve bien f(x).
4b. (2 pts) On calcule I'intégrale, grace a la primitive Fgtrouvée en 4a :

Fr(x) =k X

In5 Ins . 10 5
f £() = [Fo()]P5 = 61n(e™5 + 5) — 61n(e® + 5) = 61n(10) — 61n(6) = 6(In10 — In 6) = 61n <?) —6In (5)
0
Exercice 3
Onposeu'(x) = e *etv(x) = x.
Onaalorsu(x) = —e * et v'(x) = 1. On réalise une IPP :
1

]xe‘x dx
0

1
=[-e*xx]} — f —e*x1dx

0

1
=—e 1+ j e ¥ dx
0

=—e ' +[—e7"]5
=—e 1+ (—et=(-e™)
=—el-e1+1
= 1 — 2e~ ! et I'affirmation est vraie.
Exercice 4 (12 pts)
1.(2pts) I, = f_ozxoe‘x dx = f_oze‘x dx =[-e™]%, = —e0'—e2=—-1—e?=¢? -1
2.(3pts) I,41 = f_oz x"tle™* dx
Onposeu'(x) = e *etv(x) =x"1. Onaalorsu(x) = —e ¥ et v'(x) = (n + 1)x™. On réalise une IPP :

0
Iniq =f x"tle=* dx
-2
0

= [—e *x"*1]9, —f —e*x (n+ Dx"dx
2 0

(n+ Dx"e ¥ dx
2

(_e—o X 0"+ — (—e=(-2) x (_2)n+1)) + f

0
e?(=2)"1+ (n+ 1)J x"e ¥ dx
-2

= (=2)"e? + (n+ DI,

3. (2 pts) En appliquant la formule,

L =Ipy = (=22 + (0 + DIy = —2e?+1,=—-2e*+e?—1=-e?-1

I =1y =(=2)"e?2+ (1 + 1), =4e?+ 21, =4e? + 2(—e? —1) =2e? -2

4a. (2 pts) Le signe de f ne dépend que de (x2 — 4).

Orx!—4>0& x?>4.

Donc f est positive sur | — 0o; —=2] U [2; +o0 et négative sur [—2; 2].

4b. (3 pts) La question revient a calculer I'opposé de l'intégrale de f sur I'intervalle [—2; 0].

0 0 0 0 0
f f(x)dx = f (x?2 —4)e ¥ dx = f x?e™™ —4e ¥ dx = f x?e *dx — f de~*dx = I, — 41,
-2 -2 2

-2 -2

Orl, —4ly =2e?—2—4(e?—1) = —2e?+2
Donc l'aire du domaine D est S = —(—2e? + 2) = 2e? — 2 (bizarrement, on retrouve I,).
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Exercice 5 (12 pts)
1. (2 pts) le (x + 3x + 2) = +o0 parsomme et lim e ™ = 0. Par produit, c’est une forme indéterminée.

X—=+00
Mais f(x) =x%e7¥ + 3xe ¥ + 2e7*.

. -X . s, .
Et lim x2%¢ "~ = 0 par croissances comparées, lim xe
X—+00 X—+00

lim 2e
X—+00

2a. (2 pts) On dérive f comme un produit.
ffX)=2x+3)e™+(x?+3x+2)x(—e ) =e*2x+3—-x2-3x—-2)=e*(—x?*—x+1)
2b. (3 pts) Le polyndme (—x2 — x + 1) a pour discriminant A = (=1)? — 4 x (=1) X 1 = 5. Ses racines sont donc :
_—(-D-v5 1-v5 -1+4+5 _—1-+5
NETONED 2 T 2 P T
f'(x) est donc négatif sur ] — oo ; x,] U [xq ; +o0[ et positif sur [xz ;xl].

~* = ( également par croissances comparées, et

~* = 0. Donc par somme, liIP f(x)=0.
X—>+0co

f est donc décroissante sur | — oo ; x,], puis croissante sur [xz ;xl] et enfin décroissante sur [x; ; +ool.
3. (3 pts) Le signe de f(x) ne dépend que de (x? + 3x + 2), dont le discriminantest A =32 —4 X 1 x 2 = 1.
Ses racines sont donc :

-3-1 —3++1
M=o T =y T
f(x) est donc positif sur | — oo ; —2] U [—1; +oo[ et négatif sur [—2 ; —1].
La fonction f est donc positive sur I'intervalle [0 ; +oof.
4. (2 pts) f étant positive, I'aire demandée correspond donc a I'intégrale :

A@) = j FG)dx = [F(IE = F(@) — F(0)
0

=(—a?-5a—7)e *—(—0>-5x%x0—7)e™°
=(—a?—-5a—"7)e ¢

Exercice 6 (24 pts)

Partie A (12 pts)
1
1a. (1 pt) llm— = 400, et lim ; = +00, donc par composition, llm ex = 400, Ainsi, par produit, llm f(x) = +oo.

x—0t

1b. (1 pt) lim L= 0,et lim 1= 0, donc par composition, llm ex = 1. Ainsi, par produit, lim f(x) = 0.
X—>+00 X X—+o00 X X—+co

2 X—+0o0
1c. (2 pt) On peut en déduire que C admet deux asymptotes : I'une verticale, d’équation x = 0,

et I'autre horizontale, d’équation y = 0.
1
2a. (2 pts) On dérive f comme un produit (attention a ex qui est une fonction composée). Pour tout x > 0 :

, 2 1 1 1y 1 1 2 1 1/-2x—1 1 1
F@ ==t ox(-p)er=a(-m-n) = () = - meex+

2b. (2 pts) Le signe de f'(x) ne dépend que de (2x + 1), qui est positif pour tout x > 0. Mais attention a ne pas oublier
le signe —. Ainsi, f'(x) est négatif pour tout x > 0 et f est décroissante. On pense a indiquer les limites dans le tableau
de variations.

2c. (4 pts) On applique le TVI sur ]0; 4+oo[ en rédigeant bien, et en pensant a mentionner la continuité, la stricte
décroissance et le fait que 2 soit compris entre les deux limites. a = 1,11.

Partie B (12 pts) 1. (2 pts)
2

1 1
I, = f—efdx
X2
1
On reconnaft f(x), mais ici il faut trouver une primitive et non une dérivée.

On remarque gu’il ne manque que le signe - pour que la fonction dans I'intégrale soit de la forme u’e%, dont une
primitive est de la forme e%. Ainsi :

H\N
I
Cb
x|
&
x
I
—
(4}
R
e
[y
Il
I
—
(4]
N =
I
(4}
=
N———
(4}
I
(4]
N =
Il
(3>}
I
1
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Suite de la correction de I’exercice 6

2a. (3 pts) Oh non ! On pourrait d’abord penser a faire une intégration par parties sur I, :
2

1 1
1n+1 = J-Wexdx
1

1
—wi1 et ex, en gardant bien en téte qu’on veut retomber sur I.

~(n+1) =
ey est ey et on ne sait pas chercher une primitive de ex : mauvais choix.

1 1
N S = . 1 =
® On pense alors a dériver ex, mais cela nous donnera — —ex

On doit choisir ce qu’on va dériver entre

e [a dérivée de

On

n+1

trouvera alors x™*?

au dénominateur et non pas x™. Cela ne nous raménera pas a I,,.
Donc on laisse tomber I, 1.

On va plutét essayer d’appliquer I'intégration par parties sur I, pour retomber sur I, ;.
2
1 1
I, = f x—nexdx
1

1 L o
Posons u’'(x) = —, onaalorsu(x) = — (mais si, c’est dans votre tableau des primitives)

(n—1)xn-1

1
. 1 ren 1 1 . o o
Posons aussi v(x) = ex, onav'(x) = —ex On réalise une intégration par parties :

1 172 1 1\ 1
b= [_ (n—1)xn1 ex] B f B (n—1)xn1 X (_ x_2> ex dx

11

= ] [ et

1 1 1 N1 1 1
I = ((1 e R el) 1o nfx”‘”z ex dx
1
2
; 1 (Ve e N 1 f 1 1d
= —_— — = x
"I\t 1) T 1o e
1

1 Je e 1
h=1 o 1) Yo

On multiplie cette égalité par (1 —n):

Ve e
(1_n)1n=<F_I + 1 S Iy =€ —

Ve
F-l— (1 —n)In

2b. (2 pts) On utilise la formule de 2a pour n = 2, méme si on n’a pas réussi a la démontrer, ainsi que la question 1.

e VIR

3a. (2 pts) Pour x € [1; 2], on sait déjé que xin et ex sont positifs, ce qui assure I'inégalité de gauche.
1
De plus,six = 1,0ona anrsi < letdoncex <e.

I3 =e—

- 1 b N s N
En multipliant par — On aboutit bien a I'inégalité de droite n€x < xin

3b. (3 pts) On applique I'intégrale a tous les membres de cette inégalité :

2 2 2 2
1 1 e e
dexSfx_nexdefx—ndx@OSlnSfx—ndx
1 1 1 1
Il reste a calculer Ie membre de droite :
fe f 5], = s, - - ()
n (n—l)x”‘ll_ n—1ln1], " n-1\2n1

Or quand n tend vers +oo, ( - 1) tendvers 1 et — tend vers 0. Par produit, le tout tend vers 0.

2n+1

Ainsi, I, est encadrée par 0, et une suite qui a pour I|m|te 0. Par le théoreme des gendarmes, sa limite est 0.
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Exercice 7 (24 pts)

1. (2 pts)
Iy = j e sin(x) dx = J sin(x) dx = [—cos(x)]§ = —cos(m) — (—cos(0)) = —(-1)—(-1) =2
0 0

2a. (2 pts) Pour tout x € [0 ; n], sin(x) est positif, de méme que I'exponentielle. Donc I, est I'intégrale d’une fonction
positive : elle est positive.

2b. (3 pts) On étudie un signe, il faut donc regrouper ces deux intégrales en une et essayer de factoriser.

Soit n entier naturel :

Vs T
Ipyi — 1, = f e~ (DX gin(x) dx — f e ™ sin(x) dx
0 0

T
= f sin(x) (e =X — g7nx) gx

0
s

= f sin(x)e™™(e™ — 1) dx

0
Or pour x positif, e ™ est inférieur a 1, donc (e * — 1) est négatif.

On a déja dit en 2a que sin(x) et I'exponentielle sont positif pour x € [0 ;n], donc la fonction intégrée est négative.
Ainsi I,,1 — 1, <0.
2c. (2 pts) On vient de montrer que la suite (I,,) est décroissante, et d’apres 2a elle est minorée par 0.
Elle est donc convergente.
3a. (2 pts) Pour tout x € [0 ; n] et tout entier naturel n, on sait que :
sin(x) <1
S e ™sin(x) <e ™™

T T
@fe‘”x sin(x) dx Sfe‘"xdx
0 0

On a trouvé I'inégalité voulue.

3b. (2 pts) Une primitive de la fonction x — e ~™* est la fonction x +— e_

n
T -nx,m -nm -nx0 -nm -nm
e e e e 1 1-e
e_nxdx = [ ] = — = +-=—
-n 1 -n -n -n n n
0
3c. (3 pts)
_p,—nm
Ona lim e ™ =0donc lim 1+ e ™" =1 et par quotient, lim 1=e =0
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n
Ainsi, d’apres 2a et 3a, (I,,) est encadrée par 0 et par une suite qui tend vers 0.
D’aprés le théoréme des gendarmes, la limite de (I,,) est 0.
4a. (4 pts)
¢ On pose u'(x) = sin(x) et v(x) = e™™ . Onaalors u(x) = — cos(x) et v'(x) = —ne ™™,
s
I, = f e ™ sin(x) dx

0
T

= [—cos(x) e ™|} — j —cos(x) X (—n)e ™ dx

0
s

= (—cos(m) e ™ — (—cos(0))e %) — nf cos(x) e ™dx

0
=e ™+ 1-—nJ,
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Suite de la correction de I’exercice 7

—-nx

eOnposeu'(x)=e et v(x) = sin(x). Ona alors u(x) = % et v'(x) = cos(x).

s
I, = f e ™ sin(x) dx
0

_ [e—nx sin(x)]: _ fwdx

—-n

0

e nm e ° 1[
= < sin(m) — _—nsin(0)> + ;f cos(x) e ™ dx

0

1
==/n

n
4b. (2 pts) On a deux égalités sur I,,, essayons de les regrouper.

1
1+e™ —nf, = E]n

= 1+e‘""=;]n+n]n

1+ n?
S 1l+e ™M= Jn
n
S 1+e™ =(1+n?)I, (onréutilisele fait quel, = %]n)
14+e™™"
n?+1
5. (2 pts) Il manque juste while I >= 0.1

s, =
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