Correction des exercices sur les vecteurs et bases de I’espace

Exercice 1

1. Aucun des vecteurs E, AD ou AE ne peut étre exprimé en fonction des deux autres, ils sont donc
linéairement indépendants et forment une base de I'espace.

1
N E=Z§+§E+E§=ﬁ+ﬁ+ﬁdoncﬁ<1)
1

-1
b. Fﬁzﬁ+ﬁ+5ﬁ=—ﬁ+ﬁ+ﬁdoncﬁ< 1>

1
1

1 2
0

2E+Edonc?j

c.Ejo_G>+G_]>=—

0
d. ﬁ = AD + AE doncﬁ(l)
1
Exercice 2
20+w=20-D+2]+k=21—-2]+2]+k=2i+k
Or on remarque que U = 21 + w.
Les vecteurs U ; U et W ne sont pas linéairement indépendants : ils ne forment pas une base de I'espace.

Exercice 3
Supposons qu’on peut exprimer w en fonction de U et de 7, c’est-a-dire qu’il existe deux réels a et S tels que :

1 -1 2
W = ai + BV, cest-a-dire| 2 |=al-1]|+B| 3 |
-1 3 -2

On peut alors résoudre un systéme d’équations :

1l=—-a+2p a=-1+2p a=-1+2p a=-1+2p
2=—a+38 =< 2=—(—-1+28)+3p (:){2=1—2,8+3,8 S =1

—1=3a -2 —1=3(—1+2B)—-2B -1=-34+6B-28 B =0,5

On aboutit a une contradiction, donc i ; ¥ et w sont linéairement indépendants et forment une base de
I'espace.

Exercice 4

2MN

= 2(MF +FN)
= 2MF + 2FN

= AF + FG

= AE + EF + FG
= AE + FG + EF
= BF + FG + EF
=BG + EF

On en déduit que ces vecteurs ne sont pas linéairement indépendants et ne forment pas une base de
I'espace.
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Correction des exercices sur les coordonnées de points

Exercice 1
e Le repére étant (A;E ; AC ; ﬁ), ona C(0;1;0).
« AM = 24D donc M(0; 0; 2).

« AN = AB + AC donc N(1;1; 0). . %
« AP = AB + AC + 2AD donc P(1;1;2). K

F ! G
Exercice 2 |
On place les points approximativement I x Ai J

sur le schéma comme ci-contre.
Dans le repere (A;E; E; ZE) :
« Al = AB + 5 AE donc I (1, O'i)'

S 1
« 4] = AD + 7 AE donc](o, 1,1).

« AK = 5AB + AD + AE doncK(E,l, 1).

Exercice 3

Dans le repere (A;E; R; ﬁ) :

A étant I'origine, on a A(0; 0; 0).

e D’aprés le repere, B(1;0;0), C(0; 1; O) et D(0;0;1).

-AI—AC+CI—AC+1CD AC + 5 (CA+AD) AC—lAC+1AD—1AC+1ADdoncI(O1 1
. 1= 1-— 1-—=
«4j = AB +B] = AB +5BD = AB+2(BA+AB) AB — 3 AB +5AD = 5AB +5 ADdonc]( )

Correction des exercices sur les opérations sur les points & vecteurs de I’espace

Exercicel  1.AC = AB + AD = 87 + 157 donc €(8; 15; 0).

_ X —Xp 7—8 -1 (e X
2.I]<J’]_}’1>=<15—8)=(7>et1C<J’C_J’I>=<15 8> ( >
Z; — zp 3—3 0 Zc — Zp
2—1 1 -1-1 2
Exercice 2 -ﬁ(—l—(—3))=<2>etﬁ<0—( 3) (3)
1-4 -3 2—4 2
1 -2 -3 —4 7
-Ainsi,—3ﬁ+2E_F’=—3<2)+2<3>=(—6>+<6> (0)
-3 -2 9 —4 5

_ [ -1-=2 -3
* On a besoin de calculer FG <O - (—1)) =11 )
. -3 1 -6 1 -5
etensuite2FG+EF =2 1 |+| 2 |=( 2 |+| 2 |=| 4
1 -3 2 -3 -1

2—-1 1

Exercice 3 Démontrons que (par exemple) les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

/21 1\ _ /3-1 2
AB (—1—2) = <—3> et AC (—4—2) = (—6).
3-1 2 5—1 4

On constate que AC = ZE, donc ces vecteurs sont colinéaires et les points A, B et C sont alignés.
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Exercice 4 Ici, il faut démontrer que les points 4, B et C ne sont pas alignés.

1-2 —1 —1-2 —3
E( 3-3 ):(o)afe’( 1-3 ):(—2).
1-(-2) 3 0-(-2) 2

Or = % mais _12 =0+ % . Les rapports ne sont pas tous égaux, donc les vecteurs AB et AC ne sont pas

colinéaires. Ainsi, les points A, B et C ne sont pas alignés, ils définissent un plan.

. 2—(-1) 3 . 1-(-1) 2
Exercice 5 1.AB< 1-0 >=<1>etAC< 1-0 >=<1>.
3-5 -2 1-5 —4

Or % = 1,5 mais % =1+ 1,5. Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

Ainsi, les points A, B et C ne sont pas alignés, ils définissent un plan.

1-4 -3
2.DE (0 — (—2)) = ( 2 ) . Essayons de déterminer deux réels a et 8 tels que DE = aAB + ﬂﬁ

1-1 0
-3 3 2 —3=3a+2p
C'est-a-dire < 2 ) = a( 1 ) +p ( 1 ) On peut résoudre le systeme d’équations :{ 2=a+p
0 -2 —4 0=—-2a—-4p
La derniere ligne donne 0 = —2a — 4 © 2a = —4p & a = —2[. On substitue dans les autres lignes.
—3=3x(-2B)+2p8 -3 =-4p ,3=§
2=-20+p @{Zz—ﬁ = 3:3
a=-2f a=-2f @ =—28

On aboutit & une contradiction. Donc DE n’est pas combinaison linéaire des vecteurs AB et AC.
3. Ainsi, la droite (DE) n’est pas une droite du plan (ABC) : elle est sécante a ce plan.

Exercice 6
0-2 -2 3—4 -1

1. E (3 — 1) = ( 2 ) etB—C) (3 — 2> = ( 1 > On constate queﬁ = ZB—C), donc ces vecteurs sont
7—-5 2 5—-14 1

colinéaires et les droites (AD) et (BC) sont paralléles.

_ [4-2 2\ __[0-3\ /-3
2.AB(2—1)=(1)etCD(3—3>=<0>
4-5/ \-1 7-5 2

Essayons de déterminer deux réels a et f tels que AD = aAB + ,Bﬁ

-2 2 -3 —2=2a—-3p
C’est—é—dire( 2 ) = a( 1 ) + ,8( 0 ) On peut résoudre le systeme d’équations :{ 2=a
1

2 - 2 2=—a+2f
—2=2%X2-38 —6=-38 L =2
Comme onaa = 2, on peut remplacer:{ a=2 = { a=2 & {azz
2=-2+428 4 =20 B =2

On ne trouve pas de contradiction pour £, ainsi § = 2.

Donc AD est combinaison linéaire des vecteurs AB et C—D), précisément, AD = 2AB + 2CD.
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