
Chapitre 11 – Variables aléatoires 

1. Définitions 

1a. Variables aléatoires 
Définition : une variable aléatoire est un réel qui dépend de l’issue d’une 
expérience aléatoire. 

 

Exemple 1 
Un arbre nous apprend que :  

- la probabilité d’obtenir deux pile (donc de gagner 4 × 2 − 5 = 3€) est 
1

4
 , 

- celle d’obtenir exactement un pile (donc de perdre 1€, car 4 − 5 = −1) est 
1

2
 , 

- celle de n’obtenir aucun pile, et donc de perdre la mise, est 
1

4
 . 

On peut en déduire le tableau suivant. 

𝑥𝑖 −𝟓 −𝟏 𝟑 

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
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Exemple 2 
a. Le jouet peut n’avoir aucun défaut (X = 0), avoir seulement un défaut de 
solidité (X = 12), un défaut de couleur (X = 5) ou même avoir les deux défauts  
(X = 17). Ainsi, 𝑿 ∈ {𝟎; 𝟓; 𝟏𝟐; 𝟏𝟕}. 
b. L’événement correspond à « le coût de réparation est inférieur à 10€ », ce qui 
est équivalent à « le jouet n’a aucun défaut, ou seulement un défaut de couleur ». 
c. L’événement 𝑋 = 12 correspond aux jeux qui n’ont qu’un défaut de solidité. 

𝑝(𝑋 = 12) =
33

1 000
= 𝟎, 𝟎𝟑𝟑 

Exemple 3 
a. La somme des probabilités de toutes les issues est 1. Ainsi, 

𝑝(𝑋 = 8) = 1 − 0,4 − 0,12 − 0,3 − 0,02 = 𝟎, 𝟏 
b. 𝑝(𝑋 ≤ 0) = 𝑝(𝑋 = −8) + 𝑝(𝑋 = 0) = 0,4 + 0,12 = 𝟎, 𝟓𝟐 
𝑝(𝑋 > 7) = 𝑝(𝑋 = 8) + 𝑝(𝑋 = 20) = 0,1 + 0,08 = 𝟎, 𝟏𝟖. 

Exemple 4 
Il existe 42 = 16 lancers différents. 
• la seule possibilité pour avoir 𝑋 = 1 correspond au lancer où les deux dés 

donnent 1, donc 𝑝(𝑋 = 1) =
𝟏

𝟏𝟔
 

• pour avoir 𝑋 = 2, il faut obtenir 2 et 1, 1 et 2 ou 2 et 2. Donc 𝑝(𝑋 = 2) =
𝟑

𝟏𝟔
 

• pour avoir 𝑋 = 3, on peut compter 6 possibilités, donc 𝑝(𝑋 = 3) =
𝟓

𝟏𝟔
 

• ainsi, 𝑝(𝑋 = 4) = 1 −
1

16
−

3

16
−

5

16
=

𝟕

𝟏𝟔
 

𝑥𝑖 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 𝟏

𝟏𝟔
 

𝟑

𝟏𝟔
 

𝟓

𝟏𝟔
 

𝟕

𝟏𝟔
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1b. Indépendance 
Définition : deux variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 sont dites indépendantes si 
pour tous 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, les événements (𝑋 = 𝑥) et (𝑌 = 𝑦) sont 
indépendants. 

 

Exemple 1 On peut chercher, par exemple, si les événements (𝑋 = 1) et (𝑌 = 1) 
sont indépendants.  

𝑝(𝑋 = 1) =
1

2
    et    𝑝(𝑌 = 1) =

2

6
=

1

3
 

L’événement (𝑋 = 1 ∩ 𝑌 = 1) correspond au cas où le résultat est pair et 
supérieur ou égal à 5, ce qui ne correspond qu’à face 6. Donc :  

𝑝(𝑋 = 1 ∩ 𝑌 = 1) =
𝟏

𝟔
 

De plus :  

𝑝(𝑋 = 1) × 𝑝(𝑌 = 1) =
1

2
×

1

3
=

𝟏

𝟔
 

Ainsi, les événements (𝑋 = 1) et (𝑌 = 1) sont indépendants. 
Les variables 𝑋 et 𝑌 ne pouvant valoir que 0 ou 1, on en déduit avec la 
probabilités des événements contraires que les variables 𝑋 et 𝑌 sont 
indépendantes : la valeur de l’une n’influe pas sur la valeur de l’autre. 

Exemple 2  
Si on tire les deux voyelles en premier (ce qui correspond à Y = 1), alors la première 
voyelle tirée est logiquement la première lettre (ce qui correspond à X = 1). Donc on 

 se doute un peu que X et Y ne sont pas indépendantes.
Un tirage de mot correspond à une permutation de 4 lettres. Il y a donc 4! = 24 
mots différents. 
Dans un mot de 4 lettres, il y a 2 voyelles, donc la première voyelle apparaît 
forcément en 3ème position ou avant : 𝑋 peut valoir 1, 2 ou 3. 
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• Il y a 12 mots dont la 1ère lettre est une voyelle (on a 2 choix pour la voyelle, 
puis 3! = 6 choix pour le placement des autres lettres, et 2 × 6 = 12). 
• Il y a 4 mots où la première voyelle n’est qu’en 3ème position : BWAU, BWUA, 
WBAU, WBUA. 
On peut en déduire la loi de 𝑋. 

𝑥𝑖 1 2 3 

𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖) 12

24
=

1

2
 

8

24
=

1

3
 

4

24
=

1

6
 

𝑌 vaut 1 si et seulement si on a tiré les mots AUBW, AUWB, UABW ou UAWB, ce 
qui fait 4 mots sur 24. 

𝑦𝑖  0 1 

𝑃(𝑌 = 𝑦𝑖) 20

24
=

5

6
 

4

24
=

1

6
 

Nous avons les lois de X et de Y  . Montrons qu’elles ne sont pas indépendantes.
L’événement (𝑋 = 1 ∩ 𝑌 = 1) correspond au cas où la 1ère lettre tirée est une 
voyelle, et où les deux voyelles ont été tirées en premier. Cela correspond aux 4 
mots AUBW, AUWB, UABW ou UAWB. Ainsi : 

𝑝(𝑋 = 1 ∩ 𝑌 = 1) =
4

24
=

1

6
 

Or quand on effectue le produit des probabilités des deux événements séparés : 

𝑝(𝑋 = 1) × 𝑝(𝑌 = 1) =
1

2
×

1

6
=

1

12
≠

1

6
 

Ainsi, les variables 𝑋 et 𝑌 ne sont pas indépendantes. 
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1c. Espérance, variance, écart-type 
Définition : L’espérance 𝐸(𝑋) d’une variable aléatoire 𝑋 est la moyenne 
des valeurs de 𝑋, pondérée par les probabilités. 

Définitions : 
• la variance de 𝑋 est définie par : 

𝑉(𝑋) = 𝑝1(𝑥1 − 𝐸(𝑋))
2

+ 𝑝2(𝑥2 − 𝐸(𝑋))
2

+ ⋯ + 𝑝𝑛(𝑥𝑛 − 𝐸(𝑋))
2

 

• l’écart-type est définie par 𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋). 

Rappel :  
• si 𝑋 suit une loi de Bernoulli de paramètre 𝑝 : 

𝐸(𝑋) = 𝑝    et    𝑉(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝) 
• si 𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 et 𝑝 : 

𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝    et    𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

 

Exemple 1 
a. On dresse un arbre si besoin, et on arrive à la loi suivante. 
  
  
  
  
On calcule :  

𝐸(𝐺) = −5 ×
1

8
− 2 ×

3

8
+ 1 ×

3

8
+ 4 ×

1

8
 

= −
5

8
−

6

8
+

3

8
+

4

8
= −

4

8
 

= −𝟎, 𝟓 
Le jeu n’est pas équilibré, on perd en moyenne 0,50€ en jouant. 

𝑔𝑖  −5 −2 1 4 

𝑃(𝐺 = 𝑔𝑖) 1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
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b. On applique la formule de la variance : 

𝑉(𝐺) =
1

8
(−5 − (−0,5))

2
+

3

8
(−2 − (−0,5))

2
+

3

8
(1 − (−0,5))

2
+

1

8
(4 − (−0,5))2 

𝑉(𝐺) =
1

8
(4,52 + 3 × 1,52 + 3 × 1,52 + 4,52) 

𝑉(𝐺) =
1

8
(20,25 + 6,75 + 6,75 + 20,25) 

𝑉(𝐺) =
54

8
 

𝑉(𝐺) = 𝟔, 𝟕𝟓 

et 𝜎(𝐺) = √6,75 ≈ 𝟐, 𝟔𝟎 

Exemple 2 
Cet exemple est l’occasion de découvrir que les calculatrices savent très bien 
déterminer l’espérance, la variance et l’écart-type d’une série statistique. Par 
exemple, on peut entrer les valeurs et les « effectifs »(qui correspondent ici aux 
probabilités) dans le menu « Statistiques » de la Numworks. 
 
 

 

 

 

a. On a 𝐸(𝑋) = 5 et 𝐸(𝑌) = 5, les espérances sont identiques. 
b. Par contre, 𝜎(𝑋) ≈ 10,34 et 𝜎(𝑌) ≈ 12,04 : l’écart-type est plus élevé sur la 
variable 𝑌. Les valeurs de cette variable sont plus souvent éloignées de leur 
espérance. 
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2. Opérations 

2a. Linéarité de l’espérance 
Propriété : soient 𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires, et 𝑘 ∈ ℝ. 
Alors 𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) et 𝐸(𝑘𝑋) = 𝑘𝐸(𝑋). 

 

Exemple 1 On a   

𝐸(𝑋) =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
=

21

6
= 3,5 

et de même, 𝐸(𝑌) =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

10
=

55

10
= 5,5 

On en déduit que 𝐸(𝑋 + 𝑌) = 3,5 + 5,5 = 𝟗.  

Exemple 2 

𝐸(𝑋) =
2

3
× 10 +

1

3
× (−3) =

17

3
 

𝐸(𝑌) =
5

7
× 3 +

2

7
× 0 =

15

7
 

et 𝐸(𝑋 + 𝑌) =
17

3
+

15

7
=

119

21
+

45

21
=

164

21
≈ 𝟕, 𝟖𝟏 
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2b. Variance et indépendance 
Propriété : soient 𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires. 
• si 𝑋 et 𝑌 sont indépendantes, alors 𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) 
• pour tout 𝑘 ∈ ℝ, 𝑉(𝑘𝑋) = 𝑘²𝑉(𝑋) et 𝜎(𝑘𝑋) = |𝑘|𝜎(𝑋). 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Exemple 1 a. 𝐸(𝑋) =
1

4
× 10 +

1

4
× 1 −

1

4
× 2 −

1

4
× 4 = 𝟏, 𝟐𝟓.  

En moyenne, on gagne 1,25€ en jouant à ce jeu. 

𝑉(𝑋) =
1

4
(10 − 1,25)² +

1

4
(1 − 1,25)2 +

1

4
(−2 − 1,25)2 +

1

4
(−4 − 1,25)² 

𝑉(𝑋) =
1

4
(8,752 + 0,252 + 3,252 + 5,252) 

𝑉(𝑋) = 𝟐𝟖, 𝟔𝟖𝟕𝟓 
b. Dans ce cas, 𝒁 = 𝟑𝑿.  
D’après la linéarité de l’espérance, 𝐸(𝑍) = 𝐸(3𝑋) = 3𝐸(𝑋) = 3 × 1,25 = 𝟑, 𝟕𝟓 En 
moyenne, on gagne 3,75€ en jouant à ce nouveau jeu. 
𝑉(𝑍) = 𝑉(3𝑋) = 32𝑉(𝑋) = 9𝑉(𝑋) = 9 × 28,6875 = 𝟐𝟓𝟖, 𝟏𝟖𝟕𝟓. 

Exemple 2 a. Le nombre de billes est suffisamment grand : tirer 3 billes 
sur 20 000 ou sur 19 997 billes ne change presque pas les probabilités. 
b. • 𝑋1, 𝑋2 et 𝑋3 suivent la même loi : 

 
 
• 𝐸(𝑋1) = 1 × 0,7 + 2 × 0,25 + 3 × 0,05 = 0,7 + 0,5 + 0,15 = 1,35 
Comme 𝑋2 et 𝑋3 suivent la même loi : 
𝐸(𝑆) = 𝐸(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3) = 𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2) + 𝐸(𝑋3) = 3 × 𝐸(𝑋1) = 𝟑, 𝟗𝟓 
• On calcule la variance de X1  𝑉(𝑋1) = 0,3275  à la calculatrice.
Le tirage est assimilé à un tirage avec remise, donc on peut considérer que les 
variables 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 et 𝑿𝟑 sont indépendantes.  
Il est indispensable de préciser cela pour calculer la somme des variances. 
Ainsi, 𝑉(𝑆) = 𝑉(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3) = 𝑉(𝑋1) + 𝑉(𝑋2) + 𝑉(𝑋3) = 3 × V(X1) = 𝟎, 𝟗𝟖𝟐𝟓. 

𝑥𝑖 1 2 3 
𝑃(𝑋1 = 𝑥𝑖) 0,7 0,25 0,05 
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2c. Échantillons 
Définition : soient 𝑋1 , 𝑋2 , … 𝑋𝑛 plusieurs variables aléatoires 
indépendantes, qui suivent toutes la même loi.  

Le 𝑛–uplet (𝑋1 , 𝑋2 , … 𝑋𝑛) est appelé échantillon de taille 𝑛 associé à 
cette loi. 

Propriété : avec les notations précédentes, on a :  
𝐸(𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛) = 𝑛𝐸(𝑋1)        𝑉(𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛) = 𝑛𝑉(𝑋1) 

 

Exemple 1 La somme 𝑆 correspond au nombre de personnes qui comptent voter 
pour le candidat A sur les 40 interrogées. 
Chaque 𝑋𝑖  suit une loi de Bernoulli de paramètre 0,27 et les 𝑋𝑖  sont 
indépendantes, donc S suit la loi binomiale notée 𝓑(𝟒𝟎; 𝟎, 𝟐𝟕). 
On a donc 𝐸(𝑆) = 40 × 0,27 = 𝟏𝟎, 𝟖 et 𝑉(𝑆) = 40 × 0,27 × 0,73 = 𝟕, 𝟖𝟖𝟒. 

Exemple 2 
Il s’agit d’un échantillon : tous les 𝑋𝑖  sont indépendantes et suivent la même loi. 
Prenons par exemple 𝑋1 qui suit la loi suivante : 

  

 

𝑥𝑖 −2 −1 8 
𝑃(𝑋1 = 𝑥𝑖) 0,5 0,25 0,25 
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• On a alors 𝐸(𝑋1) = −2 × 0,5 − 1 × 0,25 + 8 × 0,25 = 0,75. 
Ainsi, 𝐸(𝑍) = 𝐸(𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋15) = 15 × 𝐸(𝑋1) = 15 × 0,75 = 𝟏𝟏, 𝟐𝟓. 
Cela signifie qu’en moyenne, en jouant 15 fois à ce jeu, on gagne 11,25€. 
• 𝑉(𝑋𝑖) = 0,5(−2 − 0,75)2 + 0,25(1 − 0,75)2 + 0,25(8 − 0,75)² = 17,6875 
Donc par indépendance des 𝑋𝑖 , 𝑉(𝑍) = 15 × 𝑉(𝑋1) = 𝟐𝟔𝟓, 𝟑𝟏𝟐𝟓 

Exemple 3 
Comme les 𝑌𝑖  forment un échantillon de taille 30, on a : 
𝐸(𝑆) = 30 × 𝐸(𝑌1) = 30 × 12 × 0,48 = 360 × 0,48 = 𝟏𝟕𝟐, 𝟖 
𝑉(𝑆) = 30 × 𝑉(𝑌1) = 30 × 12 × 0,48 × 0,52 = 360 × 0,48 × 0,52 = 𝟖𝟗, 𝟖𝟓𝟔 
On remarque que cela correspond à l’espérance et la variance d’une variable de 
loi ℬ(360; 0,48). 
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3. Concentration 

3a. Intervalles centrés 

 
 

  

charly-piva.fr



3b. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 
Soit X une v.a. On note 𝜇 = 𝐸(𝑋) son espérance et 𝑉 sa variance. 
On s’intéresse à la probabilité que X s’écarte de son espérance 𝜇. 

Propriété : Pour tout écart 𝛿 > 0, on a : 

𝑝(|𝑋 − 𝜇| ≥ 𝛿) ≤
𝑉

𝛿2
 

c’est-à-dire  𝑝(𝑋 ∉]𝜇 − 𝛿; 𝜇 + 𝛿[) ≤
𝑉

𝛿
2 

Avec les probabilités des événements contraires , on obtient : 

𝑝(|𝑋 − 𝜇| < 𝛿) ≥ 1 −
𝑉

𝛿2
 

c’est-à-dire  𝑝(𝑋 ∈]𝜇 − 𝛿; 𝜇 + 𝛿[) ≥ 1 −
𝑉

𝛿
2 
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Comme précisé avant les exemples, il faut bien remarquer qu’on doit travailler avec 
des intervalles ouverts, dont les bornes sont exclues. 

Exemple 1 
a. Tout d’abord, l’écart-type étant la racine carrée de la variance,  
𝑉(𝑁) = 𝜎(𝑁)2 = 3² = 9. 
D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev : 

𝑝(|𝑁 − 32| ≥ 6) ≤
9

62
⟺ 𝑝(|𝑁 − 32| ≥ 6) ≤

𝟏

𝟒
 

La probabilité que 𝑁s’écarte d’au moins 6 patients de sa moyenne (c’est-à-dire, la 

probabilité que 𝑁 ne soit PAS compris entre 26 et 38 exclus) est inférieure à 
1

4
. 

En d’autres termes, cela signifie que la probabilité que le nombre de patients soit 

compris entre 26 et 38 exclus (donc entre 27 et 37) est supérieure à 
3

4
 . 

b. On cherche la probabilité que 𝑁 ∈ [22; 42], c’est-à-dire 𝑁 ∈]21; 43[ . 
On applique donc Bienaymé-Tchebychev avec 𝛿 = 11. 

𝑝(|𝑁 − 32| < 11) ≥ 1 −
9

112
⟺ 𝑝(|𝑁 − 32| < 11) ≥

112

121
 

Le médecin a donc au moins environ 93% de probabilité de voir entre 22 et 42 
patients. 
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Exemple 2 
a. Par linéarité de l’indépendance, 𝐸(𝑇) = 𝐸(𝑇1) + 𝐸(𝑇2) = 4 + 3 = 𝟕. 
Par indépendance des variables 𝑇1 et 𝑇2, 𝑉(𝑇) = 𝑉(𝑇1) + 𝑉(𝑇2) = 2 + 1 = 𝟑. 
b. On cherche la probabilité que 𝑇 ∈ [5; 9], c’est-à-dire 𝑇 ∈]4; 10[. 
On applique Bienaymé-Tchebychev avec 𝛿 = 3. 

𝑝(|𝑇 − 7| < 3) ≥ 1 −
3

32
⟺  𝑝(|𝑇 − 7| < 3) ≥

𝟐

𝟑
 

 
Exemple 3  Tout cet énoncé indigeste pour 4 pauvres questions, mais c’est le Bac.
1. 𝑋2 est le nombre de clients ayant une carte de fidélité, à qui on a versé 50€ 
chacun, et 𝑌2 correspond au montant total versé à ces clients, donc 𝑌2 = 50𝑋2. 
2. 𝑋2 suit une loi binomiale ℬ(1 000; 0,47), donc 𝐸(𝑋2) = 1 000 × 0,47 = 𝟒𝟕𝟎. 
Cela correspond au nombre moyen de clients qui ont la carte de fidélité. 
3.  Il faut utiliser soigneusement les propriétés vues en parties 2a et 2b du cours.

•  𝑌 est le total des montants versés aux clients, donc 𝑍 =
𝑌

1 000
 est le montant 

moyen versé à un client.  
• Par linéarité de l’espérance : 

𝐸(𝑍) =
𝐸(𝑌)

1 000
=

𝐸(𝑌1) + 𝐸(𝑌2)

1 000
 

Or 𝑌2 = 50𝑋2, donc 𝐸(𝑌2) = 50 × 𝐸(𝑋2) = 50 × 470 = 23 500. Ainsi : 

𝐸(𝑍) =
30 000 + 23 500

1 000
=

53 500

1 000
= 𝟓𝟑, 𝟓 

• Passons maintenant à la variance.  

𝑉(𝑍) = 𝑉 (
𝑌

1 000
) = (

1

1 000
)

2

× 𝑉(𝑌) =
𝑉(𝑌)

1 000 000
 

Or 𝑌1 et 𝑌2 sont indépendantes, donc 𝑉(𝑌) = 𝑉(𝑌1) + 𝑉(𝑌2). 
𝑉(𝑌1) = 100 000 est donnée dans l’énoncé, et 

𝑉(𝑌2) = 𝑉(50𝑋2) = 502 × 𝑉(𝑋2) = 2 500 × 𝑉(𝑋2) 
Or 𝑋2 suit une loi ℬ(1 000; 0,47), donc 𝑉(𝑋2) = 1 000 × 0,47 × 0,53 = 249,1. 
Ainsi, 𝑉(𝑌2) = 2 500 × 249,1 = 622 750. Enfin, 

𝑉(𝑍) =
𝑉(𝑌)

1 000 000
=

𝑉(𝑌1) + 𝑉(𝑌2)

1 000 000
=

100 000 + 622 750

1 000 000
= 𝟎, 𝟕𝟐𝟐 𝟕𝟓. 

4. On cherche la probabilité que 𝑍 ∈]51,7; 55,3[, qui est un intervalle ouvert 
centré sur l’espérance 𝐸(𝑍) = 53,5 avec 𝛿 = 1,8. 

𝑝(|𝑍 − 53,5| < 1,8) ≥ 𝟏 −
𝟎, 𝟕𝟐𝟐 𝟕𝟓

𝟏, 𝟖²
 

Or 1 −
0,722 75

1,82 ≈ 0,78   donc la probabilité que 𝑍 ∈]51,7; 55,3[ est bien 

supérieure à 𝟎, 𝟕𝟓. 
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3c. Inégalité de concentration 
Propriété : Soit (𝑋1; 𝑋2; … ; 𝑋𝑛) un échantillon de variables aléatoires 

d’espérance 𝜇 et de variance 𝑉, et 𝑀𝑛 =
𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛

𝑛
  la moyenne de 

cet échantillon. 
Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a l’inégalité : 

       𝑝(|𝑀𝑛 − 𝜇| ≥ 𝛿) ≤
𝑉

𝑛𝛿2
 

et   𝑝(|𝑀𝑛 − 𝜇| < 𝛿) ≥ 1 −
𝑉

𝑛𝛿2
 

 
L’inégalité de concentration est juste un raccourci pour Bienaymé-Tchebychev dans 
le cas où on a un échantillon. On n’est pas obligés de s’en servir, comme on le verra 
en exemple 2. 

Exemple 1 
a. On considère 𝑋𝑖 , variable égale à 1 si la 𝑖 −ème personne interrogée compte 
voter pour A, et 0 sinon. 𝑋𝑖  suit la loi de Bernoulli de paramètre 0,2.  
Son espérance est 0,2 et sa variance est 𝑉 = 0,2 × 0,8 = 0,16. 

 𝑀𝑛 =
𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛

𝑛   correspond alors au résultat du sondage : c’est la 

proportion de personnes interrogées qui compte voter pour A. 

𝑝(|𝑀𝑛 − 0,2| ≥ 0,03) ≤
0,16

1000 × 0,032
⟺ 𝑝(|𝑀𝑛 − 0,2| ≥ 0,03) ⟺

𝟎, 𝟏𝟔

𝟎, 𝟗
 

ce dernier résultat étant à peu près égal à 𝟏𝟖%.  
Cela signifie en particulier que le résultat du sondage a 82% de probabilité d’être 
dans l’intervalle ]17% ;23%[, ce qui est acceptable. Les « vrais » sondages font 
mieux.  
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b. Ici, les 𝑋𝑖  suivent une loi de Bernoulli de paramètre 0,05,  
donc 𝑉 = 0,05 × 0,95 = 0,047 5. 

𝑝(|𝑀𝑛 − 0,05| ≥ 0,03) ≤
0,047 5

1000 × 0,032
⟺ 𝑝(|𝑀𝑛 − 0,05| ≥ 0,03) ⟺

𝟎, 𝟎𝟒𝟕 𝟓

𝟎, 𝟗
 

ce qui fait environ 𝟓%.  
Le résultat du sondage a 95% de probabilité d’être dans l’intervalle ]2% ;8%[, 
encore heureux. 

Exemple 2 
1. On a 𝐸(𝑁1) = 20 × 0,615 = 𝟏𝟐, 𝟑 et 𝑉(𝑁1) = 20 × 0,615 × 0,385 = 𝟒, 𝟕𝟑𝟓 𝟓. 
Ainsi, 𝐸(𝑆) = 10 × 𝐸(𝑁1) = 𝟏𝟐𝟑 et 𝑉(𝑆) = 10 × 𝑉(𝑁1) = 𝟒𝟕, 𝟑𝟓𝟓. 
2. 𝑆 représente la somme des 10 notes, donc 𝑀 correspond à la moyenne des 10 
notes. 
3. D’après la linéarité de l’espérance : 

𝐸(𝑀) = 𝐸 (
𝑆

10
) =

𝐸(𝑆)

10
=

123

10
= 𝟏𝟐, 𝟑 

D’après la règle de calcul sur la variance : 

𝑉(𝑀) = 𝑉 (
𝑆

10
) =

𝑉(𝑆)

102
=

47,355

100
= 𝟎, 𝟒𝟕𝟑 𝟓𝟓 

4. L’intervalle ]10,3; 14,3[ est centré sur 12,3 avec 𝛿 = 2. 
Attention : on peut soit appliquer Bienaymé-Tchebychev avec la variable M, dont on 
connaît maintenant l’espérance et la variance, soit appliquer l’inégalité de 
concentration sur les Ni  .
• Avec Bienaymé-Tchebychev sur la variable M   :

𝑝(|𝑀 − 12,3| < 2) ≤ 𝟏 −
𝟎, 𝟒𝟕𝟑 𝟓𝟓

𝟐𝟐
 

ce dernier résultat valant environ 0,88, ce qui résout la question. 
• Avec l’inégalité de concentration sur les Ni, d’espérance 12,3  

 et de variance 4,735 5 :

𝑝(|𝑀 − 12,3| < 2) ≤ 𝟏 −
𝟒, 𝟕𝟑𝟓 𝟓

𝟏𝟎 × 𝟐²
 

et ce résultat correspond presque au même calcul et vaut aussi 0,88. 
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4. Loi faible des grands nombres 
Soit (𝑋1 , 𝑋2 , … 𝑋𝑛) un échantillon. Soit 𝑀𝑛 = 

𝑋1+⋯+𝑋𝑛

𝑛
 sa moyenne. 

Pour tout 𝛿 > 0, on a : 
lim

𝑛→+∞
𝑝(|𝑀𝑛 − 𝜇| ≥ 𝛿) = 0 

 

Dans le premier cas, 𝜇 ≈ 10, et dans le deuxième cas, 𝜇 ≈ 50. 
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