Chapitre 11 - Variables aléatoires

1. Définitions

1a. Variables aléatoires

Définition : une variable aléatoire est un réel qui dépend de l'issue d’'une
expérience aléatoire.
Exemple 1 On propose le jeu suivant : on mise 5€, puis on lance deux fois de suite une piéce équilibrée.

On gagne ensuite 4€ par Pile obtenu.
Soit X la variable aléatoire donnant le gain a ce jeu en tenant compte de la mise. Donner la loi de probabilitée de X

Exemple 2 _
A Iissue d’une chaine de fabrication de jouets en bois, on Défaut | Pasdedéfaut | .
recherche deux types de défauts : les défauts de solidité et les > gecaulslr) (Crcoiiety
défauts de couleur. Une étude a permis de relever les résultats do:):::lai.::té 5 28 33
fuivants sur un échantillon de 1 000 jouets : Pat do dafaut [
A réparer, un défaut de couleur colte 5 € par jouet et un A= =nhedits 15 952 967
défaut de solidité colte 12 € par jouet. Total 20 980 [ 1000
X est la variable aléatoire donnant le colt de réparation
d’un objet avant d’étre mis sur le marché.
a. Quelles valeurs peut prendre X ?
b. Décrire par une phrase |'événement {X < 10}.
c.Quevautp(X =12)°?

_ x, -8 0 7 |8 20
Exercice 3 On considere une variable aléatoire X dont la loi de PIX=x) 04 012 03 .. 008

probabilité est donnée dans le tableau suivant.
a. Que vaut p(X = 8) ? b. Calculer p(X < 0) et p(X > 7).

Exercice 4 On lance deux dés équilibrés a 4 faces numérotées de 1 a 4.
On note X la variable aléatoire qui a chaque lancer associe la valeur du plus grand numéro obtenu sur les deux
dés. Déterminer la loi de probabilité de X.

Exemple 1
Un arbre nous apprend que :

- la probabilité d’obtenir deux pile (donc de gagner 4 X 2 — 5 = 3€) est%,
- celle d’obtenir exactement un pile (donc de perdre 1€,car4 —5 = —1) est %,

: : : 1
- celle de n’obtenir aucun pile, et donc de perdre la mise, est "
On peut en déduire le tableau suivant.

Xi -5 -1 3
PE=x) | 1 I I
4 2 4
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Exemple 2

a. Le jouet peut n’avoir aucun défaut (X = 0), avoir seulement un défaut de

solidité (X = 12), un défaut de couleur (X = 5) ou méme avoir les deux défauts

(X=17). Ainsi, X € {0;5;12;17}.

b. L’événement correspond a « le colit de réparation est inférieur a 10€ », ce qui

est équivalent a « le jouet n’a aucun défaut, ou seulement un défaut de couleur ».

c. L’événement X = 12 correspond aux jeux qui n’ont qu'un défaut de soliditeé.
p(X =12) = i = 0,033

1000
Exemple 3

a. La somme des probabilités de toutes les issues est 1. Ainsi,
p(X=8)=1-04-012-03-0,02=0,1

b.p(X<0)=pX=-8)+pX=0)=04+0,12=0,52

p(X>7)=pX=8)+p(X=20)=0,1+0,08=0,18.

Exemple 4
Il existe 42 = 16 lancers différents.
* la seule possibilité pour avoir X = 1 correspond au lancer ou les deux dés

donnent 1, doncp(X = 1) = 1—16

e pour avoir X = 2, il faut obtenir 2et1, 1 et2 ou 2 et 2. Donc p(X = 2) = 116
* pour avoir X = 3, on peut compter 6 possibilités, donc p(X = 3) = 1_56
nsip(X =4)=1_L_3_5_7
e ainsi, p(X =4) =1 16 16 16 16
Xi 1 2 > :
P(X — Xl') i i i l
16 16 16 16
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1b. Indépendance

Définition : deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si
pour tous x,y € R, les événements (X = x) et (Y = y) sont
indépendants.

Rappel : deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si et seulement si p,(B) = p(B)
ou de fagon équivalente, sip(4 N B) = p(A) X p(B).

Par exemple, quand on lance deux pieces simultanément, les variables aléatoires X et Y donnant les résultats des
deux piéces sont indépendantes.

Si A et B sont indépendants, alors leurs contraires A et B le sont aussi, de méme que A et B, ou encore 4 et B.
Exemple 1 On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6.

X est la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le résultat est pair, et 0 sinon.

Y est la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le résultat est supérieur ou égal a 5, et 0 sinon.

X et Y sont-elles indépendantes ?

Exemple 2 Un jeu comporte 4 cartes et sur chacune d’elle est écrit A, B, U ou W.

On tire au hasard les 4 cartes sans remise de sorte a former un mot (qui peut ne pas avoir de sens).

X est la variable aléatoire donnant le rang de la premiéere voyelle tirée et Y est la variable aléatoire prenant la
valeur 1 sion a tiré les deux voyelles en premier et 0 sinon.

Donner la loi de X et Y. Sont-elles indépendantes ?

Exemple 1 On peut chercher, par exemple, si les événements (X = 1) et (Y = 1)
sont indépendants.

1 2
pX=1=7 et pr=1)=z=3
L’événement (X = 1 NY = 1) correspond au cas ou le résultat est pair et
supérieur ou égal a 5, ce qui ne correspond qu’a face 6. Donc:

1
pX=1nY=1)=—

De plus:
1 1 1
’P(X=1)><P(Y=1)=§ 378
Ainsi, les événements (X = 1) et (Y = 1) sont indépendants.
Les variables X et Y ne pouvant valoir que 0 ou 1, on en déduit avec la
probabilités des événements contraires que les variables X et Y sont

indépendantes : la valeur de I'une n’influe pas sur la valeur de I'autre.

Exemple 2

Si on tire les deux voyelles en premier (ce qui correspond a Y = 1), alors la premiére
voyelle tirée est logiquement la premiere lettre (ce qui correspond a X = 1). Donc on
se doute un peu que X et Y ne sont pas indépendantes.

Un tirage de mot correspond a une permutation de 4 lettres. [l y a donc 4! = 24
mots différents.

Dans un mot de 4 lettres, il y a 2 voyelles, donc la premiere voyelle apparait

forcément en 3¢me position ou avant : X peut valoir 1, 2 ou 3. ,
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e [1ya 12 mots dont la 1¢r lettre est une voyelle (on a 2 choix pour la voyelle,
puis 3! = 6 choix pour le placement des autres lettres, et 2 X 6 = 12).

e [l y a 4 mots ou la premiere voyelle n’est qu’en 3¢me position : BWAU, BWUA,
WBAU, WBUA.

On peut en déduire la loi de X.

P(x = x;) 12_1 8_1 4_1
24 2 24 3 24 6
Y vaut 1 si et seulement si on a tiré les mots AUBW, AUWB, UABW ou UAWB, ce
qui fait 4 mots sur 24.

Vi 0 1
P(Y =vy)) 20_5 4_1
24 6 24 6
Nous avons les lois de X et de Y. Montrons qu’elles ne sont pas indépendantes.
L’événement (X = 1 NY = 1) correspond au cas ou la 1¢r¢ lettre tirée est une
voyelle, et ou les deux voyelles ont été tirées en premier. Cela correspond aux 4

mots AUBW, AUWB, UABW ou UAWB. Ainsi :

X=1nY=1)= * 1
et = 724 6
Or quand on effectue le produit des probabilités des deux événements sépares :
1 1 1 1
X=DXplY =1)=cX-=—F#—
PA =D xply =) =5xz=— %=

Ainsi, les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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1c. Espérance, variance, écart-type

Définition : L'espérance E (X) d'une variable aléatoire X est la moyenne
des valeurs de X, pondérée par les probabilités.

Définitions :
e la variance de X est définie par :
2 2 2
VX)) =pi(t —EQO)” + (2 = EQ))” + - + ppxn — EQD)
e 'écart-type est définie par a(X) = /V (X).

Rappel :
e si X suit une loi de Bernoulli de parametre p :
EX)=p et V(X)=p(1-p)
e si X suit une loi binomiale de parametresnetp:
E(X)=np et V(X)=np(l-p)

Remarques :
* Si X estune variable aléatoire dont |a loi est donnée par le tableau i - ) i
ci-contre, I'espérance de X est E(X) = p;x; + pyXxp + - + ppXy,. pIX=x) Py Py Py

 La variance et I'écart-type permettent de se donner une idée de la répartition des valeurs prises par une
variable autour de son espérance en tenant compte des probabilités. Plus |'écart-type est grand, plus les valeurs
prises par la variable aléatoire sont « éloignées » de I'espérance.

Exemple 1 On mise 3 € puis on lance trois fois de suite une piéce équilibrée. On gagne 2 € par Pile obtenu.
a. Calculer I'espérance de G, le gain obtenu. Ce jeu est-il équitable ?

b. Calculer la variance et 'écart-type de G.

X, -8 0 8 20
Exemple 2 Les lois de probabilités de deux variables p(X =x) 025 | 025 | 025 | 0,25
aléatoires X et Y sont données ci-contre. i) -20 -12 -2 10 15
En utilisant la calculatrice : p(Y=y) 0,1 0,1 0,15 | 0,25 0,4

a. Comparer E(X) et E(Y). b.Comparera(X) eta(Y).

Exemple 1
a. On dresse un arbre si besoin, et on arrive a la loi suivante.
Ji -5 -2 1 4
PG=g) | 1 3 3 I
8 8 8 8

On calcule:

E(G) = 5><1 2><3+1><3+4><1
B 8 8 8 8

=-0,5
Le jeu n’est pas équilibré, on perd en moyenne 0,50€ en jouant.
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b. On applique la formule de la variance :

1 3 3 1
V() =5(-5- (—0,5)° + G2 (—0,5))° + S(1- (—0,5))° + 5 (4= (0,5’
V(G) = %(4,52 + 3% 1,52+ 3% 1,5%+4,5?%)

1
V(6) =5 (20,25 + 675 + 6,75 + 20,25)

54
V(G) =6,75

et 5(G) = /6,75 ~ 2,60

Exemple 2

Cet exemple est I'occasion de découvrir que les calculatrices savent tres bien
déterminer l'espérance, la variance et I'écart-type d’une série statistique. Par
exemple, on peut entrer les valeurs et les « effectifs »(qui correspondent ici aux
probabilités) dans le menu « Statistiques » de la Numworks.

Données Graphique

Valeurs V1 Effectifs Ml Valeurs V2
-B 0.25 -20
0] 0.25 -12
B 0.25 =2
20 0.25 10
15

a.0na E(X) =5etE(Y) =5, les espérances sont identiques.

b. Par contre, 0(X) = 10,34 et a(Y) =~ 12,04 : I'écart-type est plus élevé sur la
variable Y. Les valeurs de cette variable sont plus souvent éloignées de leur
espérance.
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2. Opérations

2a. Linéarité de I'espérance

Proprieté : soient X et Y deux variables aléatoires, et k € R.
AlorsE(X+Y)=EX)+ E(Y)etE(kX) = kE(X).

Exemple 1 On lance un dé a six faces numérotées de 1 a 6, et un dé a dix faces numérotés de 1 a 10.
On note X et Y les variables aléatoires donnant respectivement les résultats affichés par le dé a six faces et le dé
a dix faces. Donner I'espérancede X + Y.

Exemple 2 Une premiere urne contient trois boules : deux avec le nombre 10 et une avec le nombre — 3.
Une deuxiéme urne contient sept boules : cing avec le nombre 3 et deux avec le nombre 0.
On note X et Y les résultats obtenus avec chaque urne. Donner I'espérancede X + Y.

Exemple 1 On a
1+2+3+4+5+6 21

E(X)= 6 ?ZB,S

. 1+2+34+4+5+6+7+8+9+10 55
et de méme, E(Y) = 10 =10°" 5,5
On en déduitque E(X +Y) =3,5+5,5=09.
Exemple 2
E(X)—2><10+1><( 3)—17

-3 3 K
E(Y)—5><3+2><0—15

7 77 7
tE(X+Y)—17+15—119+45—164 a1
© 37 Tt T
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2b. Variance et indépendance

Proprieté : soient X et Y deux variables aléatoires.
e si X et Y sontindépendantes,alors V(X +Y) =V (X) + V(Y)
e pour tout k € R, V(kX) = k*V(X) et o(kX) = |k|o(X).

Exemple 1 On lance un dé tétraédrique équilibré dont les 4 faces portent les montants en euros 10; 1; -2 et — 4.
X est la variable aléatoire donnant |le gain algébrique affiché.

a. Calculer E(X), interpréter ce résultat et calculer V(X).

b. On décide de tripler chacun des montants en jeu (par exemple 10 devient 30 ; — 4 devient — 12).

Z est la variable aléatoire donnant le gain algébrique a ce deuxieme jeu.

Exprimer Z en fonction de X. En déduire E(Z) et V(Z).

Exemple 2 Une urne contient 20 000 billes dont 70 % portent le nombre 1, 25 % le nombre 2 et les autres portent
le nombre 9. On effectue un prélevement de 3 billes. On appelle S la variable aléatoire donnant la somme des
trois nombres obtenus. On suppose que le préléevement de 3 billes est assimilable a un tirage avec remise.

a. Expliquer pourquoi on peut assimiler ce prélevement a un tirage avec remise.

b. On décompose S sous forme S = X; + X, + X5 ou X; est le nombre porté par la boule lue en i-eme position.
Déterminer la loi suivie par X; ; X, et X5, puis calculer E(S) et V(S5).

Exemple 1 a. E(X) =§>< 10+§>< 1—%x2—%><4 =1,25.
En moyenne, on gagne 1,25€ en jouant a ce jeu.

1 , 1 1 1 ,
V() =710 - 125 +2(1 - 125)* + 7 (-2 — 1,25)* + 7 (—4 — 1,25)

1
V(X) = (875 +0,25% + 3,25% + 5,25?)

V(X) = 28,6875

b. Dans ce cas, Z = 3X.

D’apreés la linéarité de 'espérance, E(Z) = E(3X) = 3E(X) =3 % 1,25 = 3,75 En
moyenne, on gagne 3,75€ en jouant a ce nouveau jeu.

V(Z) =V(3X) =32V(X) =9V (X) = 9 x 28,6875 = 258,1875.

Exemple 2 a. Le nombre de billes est suffisamment grand : tirer 3 billes

sur 20 000 ou sur 19 997 billes ne change presque pas les probabilités.

b. ¢ X;, X, et X5 suivent la méme loi : ” 1 2 3
l

PX,=x)| 07 0,25 0,05

eE(X;))=1%x074+2x%x0254+3%x005=0,74+05+0,15=1,35

Comme X, et X5 suivent la méme loi :
ES)=EX,;+X,+X3;)=EX))+EX,)+E(X;) =3XE(X;)=3,95

e On calcule la variance de X, a la calculatrice. V(X;) = 0,3275

Le tirage est assimilé a un tirage avec remise, donc on peut considérer que les
variables X, X, et X; sont indépendantes.

Il est indispensable de préciser cela pour calculer la somme des variances.

Ainsi, V(S) = V(X; + X, + X3) = V(X)) + V(X,) + V(X3) = 3 x V(X,) = 0,9825.
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2¢. Echantillons

Définition : soient X; , X, , ... X;, plusieurs variables aléatoires
indépendantes, qui suivent toutes la méme loi.

Le n-uplet (X;, X5, ... X;;) est appelé échantillon de taille n associe a
cette loi.

Proprieté : avec les notations précédentes, on a :
E(X; +--+ X, =nEX;) VXy+ -+ X,) =nV(X))

Remarques ¢ Si on lance 10 dés a six faces, soit X; , X, ... X;, les variables représentant les résultats.
Le 10-uplet (X;; X;; ...; X10) est un échantillon de taille 10 associé a la loi d’un lancer de dé a six faces.

L’échantillon peut prendre 6° valeurs différentes. Par exemple : (1;5;5;4;2;6; 6; 3; 5; 2) est une de ces valeurs.

*Si X, , X, ... X,, sont n variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de Bernoulli de paramétre p
(elles valent 1 en cas de succes avec probabilité p, et 0 en cas d’échec avec probabilité 1 — p).

Le n-uplet (X;; X5; ...; X;,) est un échantillon de taille n, associé a cette loi. Les valeurs possibles pour cet
échantillon peuvent se représenter sur un arbre, il y en a 2™. Par exemple : (1; 1;0; 1;0; ...)

La loi de lasomme S = X; + X, + --- + X, est la loi binomiale B(n; p).

Exemple 1 Dans un pays, 27% de la population compte voter pour un candidat A a la prochaine élection.

On interroge 40 personnes de ce pays. Pour tout entier i entre 1 et 40, X; est la variable aléatoire valant 1 si la
i —éme personne interrogée compte voter pour A, et 0 sinon.

A quoi correspond la somme § = X; + X, + --- + X, ? Quelle est la loi suivie par S ? Calculer E(S) et V(S).

Exemple 2 On mise 2€ puis on lance un dé équilibré a quatre faces.

On gagne 1€ si on fait un 3, et 10€ si on fait un 4. Sinon on ne gagne rien.

On joue 15 fois a ce jeu. Z est la variable aléatoire donnant le gain algébrique total.
Calculer E(Z) et en donner une interprétation. Puis calculer V(Z).

Exemple 3 Y, Y,, ..., Y3, sont des variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi binomiale de
parametresn =12 etp = 0,48.0npose S =Y, + VL +...+Y;5,
Calculer E(S) et V(S). Que remarque-t-on ?

Exemple 1 La somme S correspond au nombre de personnes qui comptent voter
pour le candidat A sur les 40 interrogées.

Chaque X; suit une loi de Bernoulli de parametre 0,27 et les X; sont
indépendantes, donc S suit la loi binomiale notée B(40;0,27).

Onadonc E(S) =40x 0,27 =10,8etV(S) =40 % 0,27 X 0,73 = 7,884.

Exemple 2
Il s’agit d’'un échantillon : tous les X; sont indépendantes et suivent la méme loi.
Prenons par exemple X; qui suit la loi suivante :

x; —2 —1 8
P(X,=x)| 05 0,25 0,25
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eOnaalors E(X;) =—-2%x05—-1x%x0,25+8x0,25 =0,75.

Ainsi, E(Z) = E(X; + X, + -+ X;5) = 15 X E(X;) = 15 % 0,75 = 11, 25.
Cela signifie qu’en moyenne, en jouant 15 fois a ce jeu, on gagne 11,25€.

e V(X;) =05(—2-0,75)? + 0,25(1 — 0,75)* + 0,25(8 — 0,75)* = 17,6875
Donc par indépendance des X;, V(Z) = 15 x V(X;) = 265,3125

Exemple 3

Comme les Y; forment un échantillon de taille 30, on a :

E(S)=30%xE(Y;) =30%x12x%0,48 =360x%x0,48=172,8
V(S)=30xV(¥;) =30x12x%x0,48 x0,52 =360 % 0,48 X 0,52 = 89,856
On remarque que cela correspond a I'espérance et la variance d’une variable de
loi B(360;0,48).
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3. Concentration

3a. Intervalles centrés

Rappel : soita € R, et soit § > 0.

Uintervalle Ja — &; a + &[ est un intervalle centré en a, et contient tous les nombres a une distance de a

strictement inférieure a é.
a—29

a
1 |
I
&
<

L 3

4

2
W - +
(=%

o

Si un réel x appartient a cet intervalle, on peut utiliser la notation valeur absolue : |[x — a| < é.
Exemple :sia = 7 et § = 3, il s’agit de l'intervalle |4; 10] .

Tous les réels x de cet intervalle sont a une distance de 7 strictement inférieure a 3. On écrit |x — 7| < 3.

e — 7] <3

7 @ 10
l

I

] I
I L
-~
Cd

w

[

L
-
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3b. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une v.a. On note 4 = E'(X) son espérance et V sa variance.
On s’intéresse a la probabilité que X s’écarte de son espérance L.

Proprieté : Pour tout écart 6 > 0,on a:

V
p(X —ul = 0) <

c’est-a-dire p(X ¢lu—6;u+d)) < 5—]/2

Avec les probabilités des événements contraires , on obtient :

/4

p(X —ul<d) 21—
ost-3-di . - 114
c’'est-a-dire p(X €Ju—8&; u+98]) = 1_?

Dans I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, le § représente I'écart entre X et son espérance E(X).
Par exemple, si E(X) = 8 et § = 5, alors la formule nous dit que p(|JX — 8| = 5) = _VS(;{) )

V(X)
Autrement dit, X a une probabilité inférieure a =2 de ne PAS étre dans l'intervalle 13; 13].

Il est important de toujours traduire les probabilités demandées par des intervalles ouverts.

Exemple 1 Dans un cabinet médical, le nombre de patients vus chaque jour par un médecin est donné par une
variable aléatoire N d’esperance E(N) = 32 et d’écart type o(N) = 3.

a. En appliquant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que peut-on dire de p(|N — 32|) = 6) ?

Interpreter le résultat dans les termes de I'énonce.

b. Donner une minoration de la probabilité que ce médecin voie entre 22 et 42 patients dans une journée.

Exemple 2 Une société livre des téléviseurs. Lorsqu’une commande est passée par un client, on considere que le
temps de livraison est modélisé par une variable aléatoire T égale a la somme de deux variables T; et T.

La variable aleatoire T; modeélise le nombre entier de jours pour 'acheminement du téléviseur depuis un
entrepot de stockage vers une plateforme de distribution. La variable aléatoire T, modélise le nombre entier de
jours pour I'acheminement du téléviseur depuis cette plateforme jusqu’au domicile du client.

On admet que les variables aléatoires T; et T, sont indépendantes, et on donne :

* 'espérance E(T,) = 4 et lavariance V(T;) = 2. » 'espérance E(T;) = 3 et lavariance V(T;) =1

a. Determiner I'espérance E(T) et la variance V(T) de la variable aléatoire T.

b. Un client passe une commande de téléviseur sur internet. Justifier que la probabilité gu’il recoive son

2
téléviseur entre 5 et 9 jours apres sa commande est supérieure ou égale a 3
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Exemple 3 Une société demande a un institut de sondage de faire une enquéte sur le profil de ses clients
réguliers. L'institut a élaboré un questionnaire en ligne constitué d’un nombre variable de questions.

On choisit au hasard un échantillon de 1 000 clients réguliers, a qui le questionnaire est proposé. On considére
gue ces 1 000 clients répondent.

» Pour les remercier, la société offre un bon d’achat a chacun des clients de I’échantillon.

Le montant de ce bon d’achat dépend du nombre de questions posées au client.

e L3 société souhaite récompenser particulierement les clients qui ont acheté une carte de fidélité et, en plus du
bon d’achat, offre a chacun d’eux une prime d’un montant de 50 euros versée sur la carte de fidélité.

On note Y, la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 1 000 clients réguliers, associe le total, en euros, des
montants du bon d’achat des 1 000 clients. On admet que E(Y;) = 30 000 et V(Y;) = 100 000.

On note X, la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 1 000 clients réguliers, associe le nombre de clients
ayant acheté la carte de fidélité parmi eux, et on note Y, la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 1 000
clients, associe |e total, en euros, des montants de la prime de fidélité versée.

On admet que X, suit la loi binomiale de parameétres 1 000 et 0,47.

1. Expliquer pourquoi Y, = 50X,.

2. Calculer I'espérance E(X,) de la variable X, et interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.
OnnoteY =Y, + Y, lavariable aléatoire égale au total général, en euros, des montants offerts (bon d’achat et
prime de fidélité) aux 1 000 clients. On admet que les variables aléatoires Y; et ¥, sont indépendantes.

3. On note Z la variable aléatoire définie par Z = T000" Préciser ce que modélise la variable Z dans le contexte

de I'exercice. Vérifier que son espérance E(Z) est égale a 53,5 et que sa variance V(Z) est égale a 0,722 75.
4. Alaide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, vérifier que la probabilité que Z soit strictement compris entre
51,7 euros et 55,3 euros est supérieure a 0,75.

Comme précisé avant les exemples, il faut bien remarquer qu’on doit travailler avec
des intervalles ouverts, dont les bornes sont exclues.

Exemple 1

a. Tout d’abord, I'écart-type étant la racine carrée de la variance,
V(N) = o(N)? =3%2=09.

D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

9 1
(N —32|26) < < p(N-32| 2 6) < 7

La probabilité que Ns’écarte d’au moins 6 patients de sa moyenne (c’est-a-dire, la

1
probabilité que N ne soit PAS compris entre 26 et 38 exclus) est inférieure a "

En d’autres termes, cela signifie que la probabilité que le nombre de patients soit

3
compris entre 26 et 38 exclus (donc entre 27 et 37) est supérieure a "

b. On cherche la probabilité que N € [22;42], c'est-a-dire N €]21; 43] .
On applique donc Bienaymé-Tchebychev avec § = 11.

9 112
_ >1— — — pp—
PN =32/ <11) 21— — & p(IN = 32| < 11) 2 —

Le médecin a donc au moins environ 93% de probabilité de voir entre 22 et 42
patients.
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Exemple 2

a. Par linéarité de I'indépendance, E(T) = E(T;) + E(T,) =4+ 3 =17.

Par indépendance des variables T; et T, V(T) = V(T;) + V(T,) =2+ 1 = 3.
b. On cherche la probabilité que T € [5; 9], c’est-a-dire T €]4; 10[.

On applique Bienaymé-Tchebychev avec § = 3.

3 2
pUT-71<D=21-Z o p(T-7I<3) 23

Exemple 3 Tout cet énoncé indigeste pour 4 pauvres questions, mais c’est le Bac.
1. X, estle nombre de clients ayant une carte de fidélité, a qui on a versé 50€
chacun, et Y, correspond au montant total versé a ces clients, donc Y, = 50X,.
2. X, suit une loi binomiale B(1 000; 0,47), donc E(X,) = 1 000 x 0,47 = 470.
Cela correspond au nombre moyen de clients qui ont la carte de fidelite.

3. Il faut utiliser soigneusement les propriétés vues en parties 2a et 2b du cours.

, . Y
e Y estle total des montants versés aux clients, donc Z = T000 est le montant

moyen versé a un client.
e Par linéarité de I'espérance :
EY) EM)+E(;)
E(Z) = =
(2) 1000 1 000
OrY, =50X,,donc E(Y,) =50 X E(X,) = 50 x 470 = 23 500. Ainsi :
E(Z) = 30 000 +23500 53500

1000 ~ 1000 = 53,5
e Passons maintenant a la variance.

V(Z)—v( Y )—( . )2><V(Y)— rd)
~ " \1000/ \1000 ~ 1000000
OrY; et Y, sontindépendantes, donc V(Y) = V(Y;) + V(Y,).
V(Y;) = 100 000 est donnée dans I’énoncé, et
V(Y,) =V (50X,) =502 x V(X,) = 2500 x V(X,)

Or X, suit une loi B(1 000;0,47), donc V(X,) = 1 000 x 0,47 X 0,53 = 249,1.
Ainsi, V(Y,) = 2500 x 249,1 = 622 750. Enfin,

V(Z) = V(Y) B V() +V(Y5) B 100 000 + 622 750

1000000 1000000 1000 000

4. On cherche la probabilité que Z €]51,7; 55,3], qui est un intervalle ouvert
centré sur 'espérance E(Z) = 53,5 avec § = 1,8.

=0,72275.

0,722 75
p(lZ — 53,5' < 1,8) >1 _1—82
Orl-— 0’722275 ~ (0,78 donc la probabilité que Z €]51,7;55,3[ est bien

)

supérieure a 0, 75.
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3c. Inégalité de concentration

Propriété : Soit (X5; X5; ...; X;;) un échantillon de variables aléatoires
X1+X2++Xn
n

d’espérance u et de variance V, et M,, = la moyenne de

cet échantillon.
Pour tout réel strictement positif §, on a I'inégalite :

V
p(IM,, — pu| = 6) SW

V
et 'P(|Mn—.u|<5)21—m

Exemple 1

a. Avant une élection, 20% d’une population compte voter pour un candidat A.

On sonde 1000 personnes parmi la population générale. Quelle est la probabilité que le résultat du sondage
s’écarte de plus de 3% de la proportion de votants pour le candidat A ?

b. Méme question avec le candidat B, pour lequel 5% de la population compte voter.

Exemple 2 Aprés un examen, on interroge au hasard dix étudiants.

Les variables aléatoires Ny, N, ..., N;; modélisent la note sur 20 obtenue a I'examen par chacun d’entre eux.

On admet que ces variables sont indépendantes et suivent la méme loi binomiale de paramétres (20; 0,615).
Soit S la variable définie par § = N; + N, + - + Nyg.

1. Calculer I'espérance E(S) et la variance V(S) de la variable aléatoire S.

2. On considére la variable aléatoire M = 15—0 Que modélise cette variable M dans le contexte de I'exercice ?

3. Justifierque E(M) = 12,3 et V(M) = 0,473 55.

4, Justifier que la probabilité que la moyenne des notes de dix étudiants pris au hasard soit strictement comprise
entre 10,3 et 14,3 est d’au moins 80 %.

L’inégalité de concentration est juste un raccourci pour Bienaymé-Tchebychev dans
le cas ou on a un échantillon. On n’est pas obligés de s’en servir, comme on le verra
en exemple 2.

Exemple 1
a. On considere X;, variable égale a 1 sila i —eme personne interrogée compte
voter pour A, et 0 sinon. X; suit la loi de Bernoulli de parametre 0,2.
Son espérance est 0,2 et sa variance est V = 0,2 X 0,8 = 0,16.
Xt X+t X
no n
proportion de personnes interrogées qui compte voter pour A.

(|M,, — 0,2] = 0,03) < 0,16 < p(|M 02|>003)<=>0’16
PUMR = Bel = BU3) =9000 x 0,032 = PUn = B4l =5 09

ce dernier résultat étant a peu pres égal a 18%.

Cela signifie en particulier que le résultat du sondage a 82% de probabilité d’étre
dans l'intervalle |]17% ;23%/, ce qui est acceptable. Les « vrais » sondages font
mieux.

correspond alors au résultat du sondage : c’est la
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b. Icj, les X; suivent une loi de Bernoulli de parametre 0,05,
doncV = 0,05 x 0,95 = 0,047 5.

(IM,, — 0,05| > 0,03) < Yy s = p(IM 005|>003)@0,0475
p n ) — ) _10()0)(0,032 p n ) = ) 0’9

ce qui fait environ 5%.
Le résultat du sondage a 95% de probabilité d’étre dans l'intervalle |2% ;8%],
encore heureux.

Exemple 2

1.0na E(N;) =20x0,615=12,3etV(N;) =20 x 0,615 x 0,385 = 4,735 5.
Ainsi, E(S) = 10 X E(N;) = 123 etV (S) = 10 X V(N;) = 47,355.

2. S représente la somme des 10 notes, donc M correspond a la moyenne des 10
notes.

3. D’apres la linéarité de I'espérance :

E(M)—E(S)—E(S)—123—12 -
-~ “\10/ 10 10 7
D’apres la regle de calcul sur la variance :
V(M) =V ( > ) _V(S) _ 47,355 0,473 55
~ - \10/ 102 100

4. L'intervalle ]10,3; 14,3 est centré sur 12,3 avec § = 2.
Attention : on peut soit appliquer Bienaymé-Tchebychev avec la variable M, dont on
connait maintenant l'espérance et la variance, soit appliquer l'inégalité de
concentration sur les Nj.
e Avec Bienaymé-Tchebychev sur la variable M :

0,473 55

p(IM 123 <2) <1-——;

ce dernier résultat valant environ 0,88, ce qui résout la question.
e Avec l'inégalité de concentration sur les N;, d’espérance 12,3
et devariance 4,735 5 :

(M -123|<2)<1 47355
P ’ =T 10 x 22

et ce résultat correspond presque au méme calcul et vaut aussi 0,88.
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4. Loi faible des grands nombres

: , . : X1+ +Xn
Soit (X1, X5, ... X;;) un échantillon. Soit M,, = - sa moyenne.

Pour touté > 0,on a:
lim p(|My, —pl=6) =0
n—+oo
La loi des grands nombres dit que lorsque le nombre de tirages tend vers +co, la probabilité que I’échantillon
s’éloigne de sa moyenne tend vers 0.

Remarque : en revanche, on ne sait rien sur la vitesse de convergence : la loi des grands nombres ne dit pas « a
quelle vitesse » la moyenne de I'échantillon se rapprochera de I'espérance attendue.

Exemples : dans chaque cas, on considére un échantillon (X;; X5; ...; X,) de variables aléatoires d’espérance p,
et on représente la moyenne M, des k premiers échantillons. Estimer p.

L M
12F
. -\.: ."W,.——\—-N— 60
e 5044
6l 40+
30
3_- ; 1 1 | 1 1 1 L L \.’E
k0 50 100150200250 300 350400
T T T T
0 50 100 150 200

Attention : cette loi ne permet pas de prévoir le résultat d’expériences.

Par exemple, si on lance 9 piéces et qu’on obtient « pile », la loi des grands nombres ne dit pas que le 10°me
lancer donnera « face » pour rééquilibrer. Elle dit juste qu’avec un grand nombre de lancers, il devient de plus en
plus improbable de s’écarter de la moyenne attendue.

Ainsi, la probabilité d’obtenir 9 « pile », comme supposé précédemment, n’est méme pas de 1%.

Dans le premier cas, u = 10, et dans le deuxieme cas, u = 50.
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