Correction des exercices type bac sur les variables aléatoires

Exercice 1
12. Il s’agit de calculer p(AN B) = p(A) X p,(B) = 0,8 x 0,6 = 0,48.
13. On utilise la formule des probabilités totales pour calculer : p(B) = p(ANB) + p(ANB) = 0,48 + 0,1 x
0,1 =0,49.
14. X vaut 1 sil’événement A est réalisé, et 0 sinon.
Ainsi, E(X;)) =1xpX; =1)+0xpX; =0)=1xp(4) =0,8.
De méme, E(X;) =1XpX,=1)+0xp(X, =0) =1Xxp(B) = 0,49.
Notez aussi que X, et X, sont des variables suivant une loi de Bernoulli : leur espérance est égale a la probabilité
de succes, on n’avait pas besoin de s’embéter avec la formule compléte.
Enfin, E(X) = E(X;) + E(X,) = 0,8+ 0,49 = 1,29.
Cela signifie que la moyenne de la note des candidats sur le premier exercice est de 1,29.
I5a. L'événement X = 0 correspond au cas ou le candidat donne deux réponses fausses, c’est-a-dire A N B.
P(X=0)=P(AnB)=0,2x%x09=0,18
L'événement X = 2 corresponda A N B, donc:
P(X=2)=P(AnB)=0,48
X ne pouvant prendre que les valeurs 0, 1 ou 2,on a:
PX=1)=1-PX=0—-PX=2)=1-0,18—-0,48=10,34

I5b. Ouille. Il faut connaitre la formule de la variance, sachant que E(X) = 1,29.
VX)) =PX=0)(0—-EX))*+PX=D(1-EX))*+PX=2)(2-EX))*

=0,18 x (—1,29)%? + 0,334 x (—0,29)* + 0,48 x 0,71

= (0,299538 + 0,028594 + 0,241968

= 0,57
I5c. Plutot que de recracher a nouveau la formule de la variance, on utilise le fait que X; et X, sont des variables
suivant la loi de Bernoulli. V(X;) = 0,8(1 - 0,8) = 0,16 et V(X,) = 0,49(1 — 0,49) = 0,2499.
OnaV(X;) +V(X,) = 0,4099 # V(X). Ce n’est pas surprenant, car les variables X; et X, ne sont pas
indépendantes.
I11. Y correspond au nombre de succes dans le schéma de Bernoulli dont I’épreuve est « répondre a une
question », répétée 8 fois de facon identique et indépendante. Ainsi, Y ~B(8; 0,75).
112. Cet événement correspond a un unique parcours du schéma de Bernoulli, celui ou I'on n’obtient que des
succeés. P(Y = 8) = 0,758.
113. D’aprés le cours, E(Y) =8x 0,75 =6etV(Y) =8x%x0,75x 0,25 = 1,5.

M1.E(Z) = E(X) + E(Y) = 1,29+ 6 = 7,29
et comme X et Y sont indépendantes, V(Z) = V(X)) +V(Y) = 0,57 + 1,5 = 2,07.

I12a.
M) = E(Z) + E(er)l-l- 4+ EZ) _E@)+ E(Z)n+ +EQ2) _nE@) _ E(Z) = 7,29
12b.
B W@ v@  |2,07
O-(Mn)—\/V(Mn)_\/ — —J " —J -

Il faut donc résoudre I'inéquation :

—_ ) —_ ) 2’07_0’25 = ) = )

c’est-a-dire, comme n est entier, n = 9.
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Suite de la correction de I’exercice 1

Il12¢c. Si on arrondit I'espérance a 7,3, I'événement 6,3 < M,, < 8,3 est le contraire de |[M,, — 7,3| > 1
Nous avons donc besoin de I'inégalité de concentration, qui nous dit la chose suivante :

V(Z)

n x 12

2,07
< P(IM,—-73|=21) < e

P(IM, —E(Z)|=1) <

En prenantn =9,ona % ~ 0,23 . Ainsi, pourn = 9:

P(IM, - 73| =1) <0,23
et ainsi, pourn >9,onaP(6,3 <M, <83)>1-0,23 > 0,77, ce qui prouve le résultat voulu.

Exercice 2
A2.p(BNnS)=p(B) X pg(5) =0,15x%0,8 =0,12.
A3.p(CNS)=p(C)xXp:(S) =0,6 x0,15 = 0,09. La probabilité qu’une connexion passe par le serveur C et
soit instable est 0,09.
Ad.p(S) =p(ANS)+p(BNS)+p(CNS)=025x%09+0,15x 0,8+ 0,6 X 0,85 = 0,225 + 0,12 + 0,51 = 0,855
A5. La question demande de calculer ps(B).

p(BNS) 0,12

B) = =
Ps(B) =— 7y~ = 0855
Bla. X suit une loi binomiale de parametresn = 50 et p = 0,145.

~ 0,140

Bizarrement, ici le « succés » correspond a une connexion instable.
Blb. p(X < 8) = 0,704
B2a. Ici, X suit une loi binomiale de paramétres n inconnu, et p = 0,145.
L’événement (X = 1) dont on recherche la probabilité, est le contraire de I’événement (X = 0), la probabilité
qu’aucune connexion ne soit instable, qui correspond a un parcours de schéma de Bernoulli qui passe par n
« échecs ».
Pn=pX=21)=1-p(X=0)=1-0,855"
B2b.p, =099 < 1 -0,855" > 0,99 < —0,855" > —0,01 < 0,855™" < 0,01
On applique la fonction In. Attention, ne pas oublier que In(0,885) est négatif.
In(0,01)
< 1n(0,855™) <In(0,01) < nIn(0,855) <In(0,01) & n > ——=—
In(0,855)
et la plus petite valeur de n correspondante est 30.
B3a. X,, suit une loi binomiale de paramétres n et 0,145, donc E(X,) = n X 0,145.
E(F,) = E (ﬁ) _ E(X,,) _n x 0,145
n n
B3b. D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = 0,1 :

AGY) (IF, — 0,145 = 0,1) < 0,123975 (IF, — 0,145| = 0,1) < 12,3975
= — e — — -
0,12 p n ) = Y = n x 0’01 p n )] = U, >

= 0,145

p(lE, —E(E)|I=0,1) <

12,3975 12,5
r <

n
c. Ici, la fréquence calculée, F; oo = 0,3, s’écarte de plus de 0,1 de la moyenne 0,145.

donc cela prouve l'inégalité voulue.

)

1
Or d’apreés la question b, la probabilité que cela se produise est inférieure a 1000

= 0,0125

Le responsable a donc raison de soupgonner un dysfonctionnement les serveurs. Il devrait essayer de résoudre ce
probleme de toute urgence. Le succes de toute I'entreprise en dépend.
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