Chapitre 8 - Orthogonalité dans l'espace

1. Produit scalaire dans I'espace

1a. Trois définitions

Définition : Le produit scalaire dans I'’espace de deux vecteurs AB et AC,
noté AB. AC, est égal au produit scalaire de AB et AC dans le plan (ABC).

X x'
Propriétés : Soient % = AB |y | et ¥ = AC | y’
Z 7!
cU.V=uxx"+yy' +zz'
o u.vV = ||[u]| X ||V|| X cos(u; V)

e Si H estle projeté orthogonal de C sur la droite (AB) :

AB. AC = {AB x AH si AB et AH ont méme sens
—AB X AH sinon

Plus deux vecteurs « ont une grande norme et vont dans le méme sens », plus leur produit scalaire sera grand.

Exemple 1 Dans le plan:

X v |
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U.v= Uu.v= U.v=

3
Exemple 2 a. On donne les vecteurs u ( 2 ) et v( ) Calculer le produit scalaire 1. V.
1

_)

b. On donne les vecteurs U et ¥ tels que ||u]| = 2V3, ||7]| = 3 et (ﬁ v) = 60°. Calculer leur produit scalaire.

c. Soient A, B et C tels que E( 0 ) AB.AC = 6 et (AB AC) =—. Déterminer la longueur AC.
-3 H

-1 3 G
d. On donne U (—3) etv (—2). Donner la valeur en degré, arrondie a 0,01 pres, E 0

0 1
de I'angle qu'ils forment.

e. Dansun cube ABCDEFGH d’aréte 5, calculer les produits scalaires Eﬁ,
puis BE. DC et enfin AC. AG. A

Exemple 1 Dans l'ordre, on trouve .v = 6, U. v = 2,u.v = 3 etu.v = 0.
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Exemple 2a.Oncalcule . v =3x14+2x2+(-1) x4 =3
b.ii. % = [[ill x |3l X cos(ii; #) = 2V3 x 3 x> =33
d. On sait que AB.AC = AB x AC X cos(ﬁ; A_C))
Or AB = /324 0% + (—3)%? =18 = 32

—_— > T 1
et cos(AB; AC) i(f,s (5) =3

AB.AC 6 4
Donc AC = ABxcos(ABAT) S =5 = 22
duv=-1x3+(-3)x(-2)+0x1=3
1]l = V(=1)% + (=3)% + 0> = V10 et ||B|| = /32 + (=2)2 + 1° = V14
Donc comme u. v = |[u]| X ||¥|| X cos(uU; V),
uv 3

x5l Vi0xvi4
La fonction arccos nous donne un angle d’environ 75, 31°
e. ¢ Le projeté orthogonal du point F sur la droite (AB) est le point B.

Ainsi, AB.AF = AB.AB = AB X AB =5X5 =25

onacos(u;v) =

e Le vecteur BE est égal au vecteur CH. On calcule donc CH.DC
Le projeté orthogonal du point H sur la droite (DC) est le point D.

Ainsi, BE.DC = CH.DC = CD.DC = —DC X DC = =5 x 5 = —-25.
e Le projeté orthogonal du point G sur la droite (AC) est le point C.

Ainsi, AC.AG = AC.AC = AC X AC
Il nous faut d’abord calculer la distance AC : d’apres le théoreme de Pythagore,

AC? = AB? + BC? = 50, donc AC = V/50.
Ainsi, AC.AG = AC x AC = V502 = 50.

1b. Autres propriétés

Propriété : Soient trois vecteurs U, ¥ et w ainsi qu’un réel k. Le produit scalaire vérifie les propriétés suivantes :
e Symétrie : U. ¥ = v. U
e Bilinéarité : u.(V+ W) = u.v +u.wet u.(kv) = k X (U.V)

On a de plus les égalités suivantes :

e |dentité remarquable : |7 + ¥||? = ||¥]|? + ||9]|* + 2u. ¥

* Formules de polarisation :

— = 1 =112 2112 — 2112 1 — 2112 =112 112 1 — =112 — =112
uv=- (1l + fiwll* = flw = v]1%) =7 (e + )= = Nlull* = llwl*) = 1 (lw +v[l* = llu —v|*)

Propriété : Soient deux points A et B. La distance AB est la racine carrée du produit scalaire de AB par lui-méme,

C'est-a-dire : AB? = AB.AB et AB = AB.AB = \/(xg — X202+ (yg — Va)? + (25 — 74)?
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2. Orthogonalité

2a. Vecteurs orthogonaux
Définition : Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux si 1. v = 0.

Dans I'espace, contrairement au plan, deux vecteurs peuvent étre
orthogonaux a un méme troisiéme vecteur

tout en ayant des directions différentes.

Ci-contre, le vecteur bleu est orthogonal aux quatre autres vecteurs.

(de plus, les vecteurs violet et jaune sont aussi orthogonaux entre eux)

Exemple 1 Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs Exemple 2 Dans chaque cas, déterminer les

U et ¥ donnés sont orthogonaux. coordonnées d’un vecteur 7 orthogonal
1 2 1 3 aux vecteurs U et U donnés.
a.ﬁ(B)etﬁ( —1) b.ﬁ’(\/g)etﬁ VZ 1 3 3 1
—4 —0,25 2 J8 a. ﬂ(l) etﬁ(l) b. ﬁ({]) etﬁ(l)
1 2 1 0

Exemple 3 Soient quatre points A(—1;2;1), B(1; —1;2), C(1;1;1) et D(—0,5; 1; 4).
On considére un point M appartenant au segment [CD]. On a alors CM = kCD avec k € [0; 1].

a. Exprimer les coordonnées du point M en fonction de k.
b. Existe-t-il un point M sur le segment [CD] tel que le triangle MAB soit rectangle en M ?

Définition : Soit une base (: : k) / un repére (0;1:]: k) de vecteurs de I'espace.
Si les trois vecteurs 1, J et k sont orthogonaux deux a deux, on dit que c’est une base / un repére orthogonal-e.

Si de plus les trois vecteurs ont la méme norme, c’est une base / un repére orthonormé-e.

Exemple 1 a.Oncalculei. v =1x 2+ 3 x (—1) + 4 x (—0,25) = 0.
U et U sont orthogonaux.

b. On calcule . % = 1 X V3 + V6 x V2 + (—V2) x V8
=V3+V12-V16 =V3+2V3 -4 =33 -4

Or 3v/3 # 4 donc éi. ¥ # 0. et ¥ ne sont pas orthogonaux.

Exemple 2 a. Il faut trouver un vecteur 7 qui est orthogonal a la fois a U et a v, ce
X

qui n’est pas forcément simple a deviner. Soient 71| ¥ | ses coordonnées.
. VA

Onanu=x+y+z
etn.v =3x +y + 2z.

x+y+z=0
3x+y+2z=0
Remarque importante : si 1l est orthogonal a la fois a U et a v, alors tout vecteur
colinéaire a M est orthogonal a la fois a u et a V.
Ainsi, dans ce genre de probléme, on peut choisir la valeur d’une coordonnée,

par exemple x. On essaie de choisir une valeur et une coordonnée qui nous
arrangent. charly-piva.fr
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Prenons x = 1. On a alors:

{1+y+z=0
3+y+2z=0
(:){y:—z—l
3+(—z—-1)+2z=0
y=—-z-—-1
(:){2+z=0
(:){yz—z—l
z= =2
@{yzl
z=-2

1
Ainsi, on trouve le vecteur 1t ( 1 >
-2
On peut bien vérifier que n.u = 0 etn. v = 0.

X
b. Essayons de deviner sans appliquer la méthode du a. Soit (y)

Z
Pour avoir n.u = 0, on pourrait prendre x = 1, et z = —3 pour compenser. La
valeur de y n’a pas d'importance.
Donc pour avoirn.v = 0,siona déjax = 1,onprendy = —1.
1
Le vecteur n (—1) convient bien:onan.u =0etn.v = 0.
-3

Exemple 3 a. L’égalité sur les vecteurs nous donne :

Xy — Xc Xp — Xc xy — 1 —1,5 Xm —15k+1
<}’M—}’c>=k<}’D—)’c><=><yM—1>=k< 0 )<=><}’M>=< 1 )
Zy — Zc Zp — Z¢ zZy — 1 3 Zy 3k+1

Ainsi, M(—1,5k + 1;1;3k + 1).
b. Il s’agit de déterminer si MA et MB peuvent étre orthogonaux.

—1—(-15k+ 1) 1,5k — 2
MA=< 2 -1 >=< 1 )

1-Bk+1) —3k

1—(—=15k +1) 15k
etmf=< —1-1 >=< —2 )
2— Bk +1) —3k+1

Donc MA.MB = (1,5k —2) X 1,5k + 1 X (=2) — 3k X (—3k + 1)

soit MA.MB = 2,25k® — 3k — 2 + 9k2 — 3k = 11,25k? — 6k — 2

Ce polyndme a pour discriminant A = (—6)? — 4 x 11,25 X (—=2) = 126
Ses racines sont

6126 05 tk_6+\/126 0
1= 21125 2 YT o125 Y

Or k, € [0; 1], ce réel correspond donc a un point M du segment [CD] tel que
MAB est rectangle en M. charly-piva.fr



2b. Droites orthogonales
Définition : Deux droites sont dites orthogonales lorsque leurs paralleles
respectives passant par un méme point sont perpendiculaires.

Propriété : C’est le cas si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont
orthogonaux.

Ci-contre, (d,) et (d,) sont perpendiculaires,
et (d,) et (d3) sont paralléles.

Ainsi, (d,) et (d3) sont non coplanaires, mais leurs vecteurs
directeurs sont orthogonaux.

(d,) et (d3) sont donc orthogonales.

Exemple 1 On considére le cube ABCDEFGH ci-contre. Que peut-on dire de :

a. (AE) et (HG)? b. (BF) et (GF) ? c. (DC) et (EF)? EG

d.(FH)et (DH)? e. (EB) et (AD)? f.(AF) et (FC)?

Exemple 2 Dans un repére orthonormé (0;7; J; E), on considére :

P(1;0;4) ; R(3;2;4 U(212) D(0114) A ¢
(Jl)]‘ (J'))! §)Z! ’ IEJ

Les droites (PR) et (UD) sont-elles orthogonales ? Justifier. B

Exemple 1

a. (AE) et (HG) sont paralleles. b. (BF) et (GF) sont perpendiculaires.
c. (DC) et (EF) sont paralleles. d. (FH) et (DH) sont perpendiculaires.
e. (EB) et (AD) sont orthogonales.

En effet, (AD) est parallele a (EH), qui est perpendiculaire a (EB).

f. (AF) et (FC) sont sécantes, mais pas perpendiculaires (ni orthogonales).

2
(% [ 3
Exemple 2 On calcule PR (2) etUD| 2
0 3
2
2

On aalors PR.UD = 2 x(

orthogonales.

On n’a pas déterminé si elles sont sécantes, et donc perpendiculaires : il faudrait
pour cela déterminer leurs représentations paramétriques, puis résoudre le systeme
comme dans le précédent chapitre de géométrie dans I’espace.

3)+2><%+0><2=Odonc(PR)et(UD)sont
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2c. Droite orthogonale a un plan

Définition : Une droite est dite orthogonale (ou perpendiculaire) a un
plan lorsqu’elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.

Propriété : C’est le cas si et seulement si :

e un vecteur directeur de la droite est orthogonal a deux vecteurs
définissant le plan.

e la droite est orthogonale a deux droites sécantes du plan.

Définition : Deux plans (P;) et (P,) sont dits orthogonaux ou
perpendiculaires si (P;) contient une droite (d) orthogonale a (P,).

(d)

Ci-contre, la droite (d) est orthogonale au plan.

Elle est perpendiculaire a (d;) et (d,) et orthogonale a toutes les
droites du plan, en particulier celles en pointillés, qui sont paralléles
a (dy) ou (d3)/

x=1+2t
Exemple 1 On considére (d) de représentation paramétrique : [y = -3t
z=5-1

1 5
et le plan (P) défini par le point A(3; 0; 1) et les vecteurs ﬁ( 2 ) et v (3) .
—4 1
Montrer que la droite (d) est orthogonale au plan (P).

Exemple 2 ABCDE est une pyramide a base carrée telle que toutes les faces issues
de E sont des triangles isocéles. On note O le centre du carré ABCD.
Montrer que la droite (EQ) est orthogonale au plan (ABC).

Exemple 1 On utilise le premier point de la propriété.

2
D’apres sa représentation paramétrique, (d) est dirigée par a (—3).
—1
Ora.u=2x1+(-3)x2+(-1)x(-4)=0
etd.vV=2%xX5+(-3)x3+(-1)x1=0
Donc le vecteur a est orthogonal aux vecteurs u et v.
Ainsi, la droite (d) est orthogonale au plan (P).

Exemple 2 On utilise le deuxieme point de la propriété.

D’apres la définition de la pyramide, le triangle AEC est isocele en E.

Or (EO) passe par le sommet E et le milieu du co6té [AC] : c’est la médiatrice du
coté [AC]. Ainsi (EO) L (AC).De méme,(EO) L (DB).

Ainsi (EO) est orthogonale a (AC) et (DB), deux droites sécantes du plan (ABC).
Donc la droite (EO) est orthogonale au plan (ABC).
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3. Vecteur normal, équation d’'un plan

3a. Vecteur normal a un plan

Définition : Soit un plan P défini pour un point A4, et deux vecteurs u et
v. Un vecteur 71 est dit normal a ce plan si il est orthogonal a u et a v.

Cela signifie que pour tout point M € P, les vecteurs AM et 7 sont
orthogonaux.

On savait qu’un plan était déterminé par la donnée d'un point A i
et de deux vecteurs non colinéaires 1 et .

Mais un plan peut également étre déterminé par la donnée 4
d’un point 4 et d’un vecteur normal 71, orthogonal a tous les A
vecteurs obtenus a partir de points du plan.

Un plan admet une infinité de vecteurs normaux, tous colinéaires. Quand on cherche un vecteur normal a deux
vecteurs, on peut fixer une coordonnée du vecteur recherché (exemple 1b).

2 —4

Exemple 1 Soit un plan défini par deux vecteurs u (0) et 13( 3 ) et passant par le point A(—1; 5; 0).
1 2

a. Vérifier que les deux vecteurs permettent bien de définir un plan.

b. Déterminer un vecteur normal a ce plan.

0
Exemple 2 Soit un plan g passant par le point A(2; 0; —1) admettant pour vecteur normal 11 (—1)

3
Déterminer si les points B(—2; 1; 7) et C(5; 3; 0) appartiennent a .

Exemple 1

a. U et U ne peuvent pas étre colinéaires, car la deuxiéme coordonnée de U est
nulle, mais pas celle de v.

Donc ces deux vecteurs permettent de définir un plan.

b. C’est comme dans I'exemple 2 de la partie 2a.

N

X
Soit 7 (y) ce vecteur normal, orthogonal a la fois a u et a v.
z
Onan.u=2x+z

etn.v = —4x + 3y + 2z.

2x+z=0

—4x+3y+2z=0

On peut fixer x = 1. Ainsi :

On doit avoir {

24+z=0
{—4+3y+22=0
z=-2
‘:’{—4+3y+2x(—2)=0
z=-2
‘:’{3y=0

charly-piva.fr



1
On a alors ﬁ( 0 ) On vérifie bien que .4 = O et . v = 0.

—2
1
Ainsi, | 0 | estun vecteur normal au plan.
-2
Exemple 2

—4 3
Si B et C appartiennent au plan, alors AB ( 1 ) et AC (3) sont des vecteurs du

8 1
plan.

D’apreés la définition du vecteur normal, on devrait alors avoir 7. AB = 0 et
.AC = 0.

On calcule i.AB = 0 X (—4) + (—1) x 1 + 3 x 8 = 23

et AC=0x%x3+(-1)x3+3x1=0.

Ainsi, C appartient au plan, mais B ne lui appartient pas.

charly-piva.fr



3b. Equation cartésienne d’'un plan
a
Propriété : Soit un plan P admettant pour vecteur normal n | b
C
Alors il existe un réel d tel que les points appartenant au plan P
veérifient tous I’équation cartésienne :

ax +by+cz+d=0

Démonstration : Soit M(x ; y ; z) appartenant au plan .

Alors AM.A =0

Sx—x)Xa+@Y—y)Xb+(z—-—y,)Xc=0

S ax+by+cz— (axy + by, +czy) =0

En prenantd = —(ax, + by, + cz4), on obtientax + by + cz+d = 0.

Pour déterminer I'équation cartésienne ax + by + ¢z +d = 0 d’un plan, il suffit donc de connaitre :

e un vecteur normal pour avoir les valeursde a; b et c,

* un point appartenant au plan : on remplace les x; y; z de I’équation par les coordonnées de ce point, et on
résout une petite équation pour trouver d.

Pour savoir si un point appartient a un plan, il suffit de remplacer les x; y; Z du membre de gauche de I'équation
par les coordonnées du point, et de vérifier que le résultat est 0.

-1
Exemple 1 On consideére le point A(—2; 3; 1) et le vecteur n ( 2 )

1
a. Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7.

b. Vérifier ensuite que le point B(1; 4; 2) appartient au plan (P).

Exemple 2 On considére trois points G(—2;3;1); H(—7;8;4) et I(0; —2; —2).
0

a. Vérifier que le vecteur 11 (—3) est normal au plan (GHI).
5

b. En déduire I'équation cartésienne du plan (GHI).

Exemple 3 On considere les points A(1;1;4); B(0;3;1); C(4;4;1) et D(2; 0; —1).
a. Vérifier que les points 4; B et C définissent bien un plan.

b. Montrer que le plan (ABC) a pour équation —3x + 2y —z+ 5 = 0.

c. Démontrer que les points A; B; C et D sont coplanaires.

Exemple 4 Dans chaque cas, déterminer un vecteur normal ainsi qu’un point appartenant au plan.

a.—2x+y—z+7=0 b.y=3x-5
—1

Exemple 1 a. D’apreés la propriété, les coordonnées de 77| 2 |nous apprennent
1

que I’équation du plan est de la forme :
—x + 2y + z+ d = 0 avec d réel a déterminer.

Or A(—2; 3; 1) appartient a ce plan, donc en remplacant x, y et z par les

coordonnées de A : charly-piva.fr



—(-2)+2%x34+1+d=09+d=9<=d=-9
Ainsi, 'équation du plan est :
—x+2y+z-9=0
b. On remplace x, y et z par les coordonnées de B :
—x+2y+z—-9=-14+2%X4+2-9=0
Comme on trouve bien 0, B appartient au plan.

Exemple 2

. -7 —(—2) -5 . 0—(-2) 2
a.CalculonsGH( 8—3 >=(5>et61(—2—3)=<—5>.
4 -1 3 —2-1 -3

Ori.GH = 0 X (=5) + (=3) X5+ 5%x3=—15+15= 0

et.GI = 0% 2+ (—=3) X (=5) + 5 x (=3) = 15— 15 = 0.

7 est orthogonal a deux vecteurs définissant le plan (GHI), c’est donc un
vecteur normal au plan.

b. L’équation du plan est donc de la forme -3y +5z4+d =0

Pour déterminer d, utilisons par exemple le point G appartenanta (GHI).
—3X34+5%x14d=0 -4+d=0<d =4.

Ainsi, (GHI) a pour équation =3y + 5z + 4 = 0.

Exemple 3

. 0—1 -1 (A 1 3
a. Calculons les coordonnées de AB (3 — 1) = ( 2 ) et AC (4 — 1) = < 3 ) :
1—4 -3 1—4 -3

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc 4; B et C ne sont pas alignés. IIs
définissent bien le plan (ABC).

b. Un plan étant défini par la donnée de trois points, il suffit de vérifier que les trois
points A; B et C satisfont I'équation proposée.

Si I'équation n’était pas fournie par I'énoncé, ce serait beaucoup plus long : il
faudrait trouver nous-mémes le vecteur normal orthogonal a AB et AC, ce qui nous
permettrait de trouver les réels a; b; c de I'équation, puis utiliser un point du plan
(A; B ou C, au choix) afin de trouver le réel d.

Soit (P) le plan d’équation —3x + 2y —z—5 = 0.
e—3Xx1+2Xx1—-—4+5=-3+2-4+5=0,doncA € (P).
¢e—3X0+2X3—-1+5=6-1+5=0,doncB € (P).

e —3X4+2%X4—-1+5=-12+8—-1+5=0,doncC € (P).

Ainsi, le plan (ABC) admet bien pour équation -3x + 2y —z —5 = 0.

c. Il suffit de vérifier que le point D appartient aussi au plan (ABC).
—3X24+2%xXx0—-(-1)4+5=-6+1+5=0

Ainsi, D € (ABC). Les points 4; B; C et D appartiennent au méme plan. IIs sont
coplanaires.
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Exemple 4

—2
a. D’apres la propriété, un vecteur normal est 1@ ( 1 >
-1
Pour trouver un point, on peut tout simplement remplacer deux coordonnées par ce
qu’on veut, puis déterminer la troisieme coordonnée en utilisant I’équation du plan.
Sionprendx =1lety=1,ona—-2X1+1—-2z4+7=0s0itz=6
Le point M(1; 1; 6) appartient au plan.
b. On réécrit I'’équation du plan en plagant tous les termes dans le méme membre,
comme dans la propriété:y =3x -5 3x—-—y—-5=0

3
D’apres la propriété, un vecteur normal est 11 (—1)
0
Sionprendx =1,ona3x1—y—5=0soity =-2
La valeur de z n’a pas d’'importance, vu l'équation du plan. On peut choisir ce qu’on
veut, j'ai choisi 0.
Le point M(1; —2; 0) appartient au plan.
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3c. Position relative de deux plans

Propriéte :

e Deux plans sont paralleles ssi leurs vecteurs normaux sont colinéaires.
e Si deux plans sont sécants, les vecteurs directeurs de la droite
d’'intersection sont orthogonaux aux vecteurs normaux des deux plans.

e Deux plans sont orthogonaux ssi leurs vecteurs normaux le sont.

.
Soient deux plans (P) et (P") admettant pour vecteurs normaux 71 et n’ respectivement.

(P) et (P') sont paralléles si et seulement si (P) et (P") sont orthogonaux si et seulement si
7i et ' sont colinéaires. 7 et 0’ sont orthogonaux.

Exemple 1 On considére le plan P d’équation cartésiennex +y —3z+3 =0
et le plan P’ d’équation cartésienne x — 2y + 6z = 0.

x=-2
Montrer que ces plans sont sécants selon la droite (d):{y = -1+ 3k ouk € R.
z=k

Exemple 2 Soit (P) le plan d’équation cartésienne —3x +y + 2z —7 = 0.
Déterminer une équation cartésienne du plan (P") paralléle au plan (P) et passant par le point M(—1; 0; 4).

Exemple 3 Dans chacun des cas suivants, déterminer, si elle existe, une représentation paramétrique de la
droite d’intersection des deux plans donnés.

ax+y+2z=3 et x—4y+5z=6

b.—x+y+2z+1=0 et x—y—2z+5=0

Exemple 1
1 (1
Un vecteur normala P estni| 1 |etun vecteur normala P estn’'| =2
—3 6

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc P et P’ sont sécants.
Vérifions que la droite (d) est incluse dans P. Pour cela, il faut montrer que tout
point de (d) appartient a P, avec presque la méme méthode qu’en partie 3b.
Pour tout M (x; y; z) point appartenant a (d), il existe k € R tel que:
o= 37 SR == 2N (SRS T — 33 = = 2 == S s =33 =()
Donc (d) estincluse dans P, et :
oex—2y+6z=-2—-2(—1+3k)+6k=-24+2—-6k+6k=0
Donc (d) est incluse dans P’
En conclusion, P et P'sont bien sécants selon la droite (d).
charly-piva.fr



-3
Exemple 2 (P) admet pour vecteur normal 71 ( 1 )

2
Le plan (P") étant parallele a (P). Donc tout vecteur normal a (P) est également

normal a (P"). On peut reprendre 7 comme vecteur normal a (P").
(P") admet donc une équation de la forme —3x +y + 2z +d = 0.

Or M(—1;0; 4) appartienta (P"),donc—3 X (=1)4+0+2%x44+d =0
soitll+d=0<d = —11.

Ainsi, (P") admet pour équation cartésienne —3x +y + 2z — 11 = 0.

1 1
Exemple 3 a. Les vecteurs normaux sont, respectivement, 1 (1) etn’ (—4).

2 5
IIs ne sont pas colinéaires, donc les plans sont bien sécants. On cherche leur

droite d’intersection. Ici, elle n’est pas fournie comme dans l'exemple 1, c’est donc
beaucoup plus difficile.
Les coordonnées des points de la droite doivent satisfaire le systeme :
x+y+2z—3=0
{x—4y+52—6=0
Remarque importante : on cherche a déterminer la représentation paramétrique
d’une droite, qui dépend donc d’'un parametre t.
On peut alors décider qu’une des coordonnées (la plus simple a isoler) est égale a ce
parametre, et déterminer les deux autres coordonnées en fonction de ce t.
Soitt = x.On a alors :
t+y+2z—-3=0
{t—4y+52—6=0
La premiere équation devient y = —2z + 3 — t.Dans la deuxieme équation, on
remplacey:t —4(—2z+3—-t)+5z2—-6=0
S t+82—-12+4t+5z2—-6=0
& 5t+13z—-18=0

5t+18
Sz =—— —
T T 93" 13
On trouve ensuite :
= 2( 5t+18)+3 t = 3t+3
Y= 13- 713 = T13" T 13
X =
=24l
On aboutit au systeme : Y="13 13
5 18
zZ=——t+—
13 13

Evidemment, plusieurs réponses sont possible, on aurait pu choisir de fixer y ou z.

—1 1
b. Les vecteurs normaux sont, respectivement, 71 ( 1 > etn’ (—1). Ces vecteurs
2 —2
sont opposés, donc colinéaires. Ainsi, les plans considérés sont parallééﬁgﬂy_piva_fr



3d. Position relative d’'une droite et d'un plan

Propriéte :

e Une droite et un plan sont paralleles ssi un vecteur normal du plan est
orthogonal a un vecteur directeur de la droite.

e Dans le cas contraire, la droite et le plan sont sécants, et on peut
chercher leur point d'intersection.

e Une droite et un plan sont orthogonaux ssi un vecteur normal du plan
est colinéaire a un vecteur directeur de la droite.

Soient une droite (d) dirigée par un vecteur i, et un plan (P) admettant un vecteur normal 7.

(d) et (P) sont paralléles si et seulement si (d) et (P) sont orthogonaux si et seulement si
U et 71 sont orthogonaux. U et 71 sont colinéaires.

x=1-2k
Exemple 1 On considére la droite d de représentation paramétrique : [y = 4k aveck €ER
z=—-2+k

et le plan g d’équation cartésienne 3x —y + 2z — 3 = 0.
a. Justifier que la droite et le plan sont sécants.

b. Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection.

Exemple 2 Méme question avec le plan P d’équation x + y — 2z = 0 et la droite d de représentation

x=2+2t
paramétrique{y = 1 —t out estun réel.
z=1
x=—-t+1
Exemple 3 Déterminer la position relative de la droite (d) : {y = —3t out€R,
z=t+4

et du plan (P) d’équation cartésienne —5x +y — 2z + 8 = 0.

Exemple 1
—? 3
a. La droite est dirigée par 1| 4 | etun vecteur normal duplanest7| —1
1 2
Onau.n=-2x3+4x%x(—1)+1x2=—8doncu et ne sont pas
orthogonaux.

Par conséquent, la droite (d) n’est pas parallele au plan g : ils sont sécants.

b. Soit M(x YV Z) le point d’intersection.

M appartient a la droite (d) : il existe alors un parametre k tel que x = 1 — 2k,
y=4ketz =-2+ k.

De plus, M appartient au plan g : ses coordonnées vérifient ’équation
3x—y+2z—3=0. charly-piva.fr



En combinant ces informations, on trouve :

3(1 —2k) —4k+2(-2+k)—3=0
soit3—6k—4k—4+2k—-3=0 -8k—4=0< k=-0,5

La droite (d) et le plan £ se coupent au point de (d) de paramétre —0,5,
soit M(1 —2 x (=0,5) ;4 x (=0,5);—2 —0,5)

donc M(2;-2;-2,5).

Exemple 2
2 1
La droite est dirigée par 1| —1 | et un vecteur normal du planest7| 1
1 —2
Onau.n = —1 donc U et 71 ne sont pas orthogonaux.

Par conséquent, la droite n’est pas parallele au plan : ils sont sécants.
Soit M(x ;Y z) le point d’intersection.
M appartient a la droite, et satisfait I'équation du plan : il existe alors un
parametre t tel que x + y — 2z = 0 soit:

2+20)+(1—-t)—-2t=0

S -—-t+3=0

St=3
Ainsi, la droite et le plan se coupent au point de la droite de parametre 3,
soitM(2+2x%x3;1—3;3)
donc M(8; —2; 3).

Exemple 3
-1 =3
La droite est dirigée par 1| —3 | et un vecteur normal du planest7| 1
1 —2

Orun=-1%x(-5)+(-3)x1+1%x(-2)=5-—3—-2=0,doncu et sont
orthogonaux. La droite (d) et le plan (P) sont parallelles.
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4. Projeté orthogonal

4a. Définition
Le projeté orthogonal d’un point sur une droite (ou un plan) est le point

d’intersection de la droite (ou du plan) et de la droite perpendiculaire a
cette droite (ou a ce plan) passant par le point donné.

Dans la figure ci-contre :

1
1
1
1
i

* le point M’ est le projeté orthogonal "
du point M sur le plan g X
]
i

de vecteur normal n

R, e ——
=

* le point N' est le projeté orthogonal Lﬁ P N (d)
du point N sur la droite (d), dans le plan M .

comprenant le point N et la droite (d).

Exemple 1 Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A(1; 2; —1) et le plan () d’équation
cartésienne 2x — 3y +z—1=0.

Exemple 2 Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point B(3; 1; —1) sur la droite (d) de

x=2+2k
représentation paramétrique{y = —1 + k , pour k € R.
z=-2k

Exemple 1 Soit (d) la droite passant par A(l ;2 —1) et orthogonale au plan (P).

2
Elle est donc dirigée par un vecteur normal a (), par exemple n (—3)

1
x=1+4+2t
Ainsi, (d) a pour représentation paramétrique : {y =2-3t,teR
z=-1+t

Déterminons le point d’'intersection de cette droite (d) avec le plan (P) : soit
H(x Y Z) ce point d’intersection. H est le projeté orthogonal que I'on recherche.
Il existe alorst € Rtelque:2x —3y+z—1=0
S2(14+2t)-32-3)+(-1+¢t)—1=0
S 24+4t—-6+9t—-1+t—-1=0

3
S 14t-6=0=t==

7
(o = 9
; x=1+2X ===
Ainsi, H est le point de (d) de parametre e Jy=2-3X % = ;
\ z=-—1 +% = —g
_— . : 13 5 4
Donc le projeté orthogonal du point 4 sur le plan (P) est le point H (7; -~ 7)
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Exemple 2 Le projeté orthogonal d’un point sur une droite est une question bien
plus rare : la plupart des exercices du Bac ressemblent plutét a I'exemple 1.

Soit H(x 5V Z) le projeté orthogonal du point B sur la droite (d).

x=2+2k
H appartient alors a (d) : il existe alors k € R tel que : {y =—-1+k
z = —2k

De plus, le vecteur HB est orthogonal aux vecteurs directeurs de (d).

2
1
—2

Soit 17(

) vecteur directeur de (d).

3—(2+ 2k) 1-2k
On peut aussi calculer HB[1- (—1+k)|= < 2—k )

—1 - (—2k) —1+ 2k
Ces deux vecteurs étant orthogonaux, on a alors :

HB.7i =0
SA-2k)X2+Q2-k)X1+(-1+2k)x(=2)=0
&2 —4k+2—k+2—4k=0

= 6—-9% =0
" 2
L e’ = —_ = —
o 2 10
(x = £_ =
) x-2+2><3_3
Ainsi, H estle point de (d) deparamétre§:< y=—1+%=—%
\Z=—2X§=—§

Donc le projeté orthogonal du point B sur la droite (d) est H (1 ;

w|S
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4b. Distance d’'un point a un plan

Proprieté : Soient un point M et un plan 2.

On appelle distance de M a P, la distance MH ou H est le projete
orthogonal de M sur P.

C’est la plus courte distance entre le point M et un point du plan 2.

Dans I'exemple précédent, soit un autre point A du plan P ci-contre.

Le triangle MM'A est alors un triangle rectangle dont [MA] est I’hypoténuse.
La distance MA est donc supérieure a la distance MM'.
Cela prouve que la distance entre M et son projeté orthogonal correspond

bien au « chemin le plus court » du point M au plan P.

Exemple Déterminer la distance du point A(2; 1; 3) au plan (P) d’équation cartésiennex —3y +2z—1=0.
Donner la valeur exacte simplifiée, puis un arrondi au centiéme.

Soit (d) la droite passant par A(Z 2l 3) et orthogonale au plan (P).

1
Elle est donc dirigée par un vecteur normal a (P), par exemple n (—3)

2
x=2+t
Ainsi, (d) a pour représentation paramétrique:{y =1 — 3t ,t € R.
z=3+2t

Déterminons le point d’'intersection de cette droite (d) avec le plan (P) : soit
H(x 5V Z) ce point d’intersection. Il existet € Rtelque: x —3y+2z—1=10
S Q+t)-3(1-3t)+2B3+2t)—1=0
24t—34+9t+6+4t—-1=0

2
S 14t+4=0 <=>t=—7
( x = _ & _ L4
x=2+(-7) =3
. . o 2 2\ _ 13
Ainsi, H est le point de (d) de parametre o Jy=1-3X (— 7) =
z=3+2x(-2) =3
2 13 17
Donc le projeté orthogonal du point A sur le plan (P) est le point H (7 s 7)
Ainsi, la distance du point 4 au point H est la distance AH.
2 2

(e B I A N R

4 f
S e i ~ 1,
j49+49 49 f 07
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