Exercices type bac sur I’orthogonalité.

Exercice 1

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0;7; J; E). On consideére :
e les points A(—2;0;2), B(—1;3;0), C(1; —1;2) et D(0; 0; 3).

x=t
e |a droite D; dont une représentation paramétrique est {y = 3t avect ER
z=3+5t
x=1+43s
e |a droite D, dont une représentation paramétrique est {y = —1 — 5savecs € R
z=2—6s
1. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
1
2. a. Démontrer que le vecteur 1l (3) est orthogonal au plan (ABC).
5

b. Justifier qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est:x + 3y +5z—-8 = 0.

c. En déduire que les points 4, B, C et D ne sont pas coplanaires.

3. a. Justifier que la droite D, est la hauteur du tétraédre ABCD issue de D.

On admet que la droite D, est la hauteur du tétraedre ABCD issue de C.

b. Démontrer que D, et D, sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection.
4. a. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point D sur le plan (ABC).

b. Calculer la distance du point D au plan (ABC). Arrondir le résultat au centieme.

Exercice 2 1 G
On considere le pavé droit ABCDEFGH tel que AB = 3etAD = AE =1 ;
représenté ci-contre. On considéere le point | du segment [AB] tel que E E E
AB = 34l eton appelle M le milieu du segment [CD]. i

On se place dans le repére orthonormé (4; ﬁ; Tﬁ; ﬁ). f Kommmmem o 7 ¢
1. Sans justifier, donner les coordonnées des points F, H et M. /
2 A I B
2. a. Montrer que le vecteur 1 <6> est un vecteur normal au plan (HMF).
3
b. En déduire qu’une équation cartésienne du plan (HMF) est: 2x + 6y + 3z —9 = 0.

c. Le plan P dont une équation cartésienne est 5x + 15y — 3z + 7 = 0 est-il paralléle au plan (HMF) ?
Justifier la réponse.
3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DG).

4. Soit N le point d’intersection de la droite (DG) avec le plan (HMF). Déterminer les coordonnées de N.
11

5. Le point R(3; 4,5) de coordonnées est-il le projeté orthogonal du point G sur le plan (HMF) ? Justifier.

Exercice 3

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse doit étre justifiée.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

Dans I'espace muni d’'un repére orthonormé, on consideére les points suivants :
A(2;0;0),B(0;4;3),C(4;4;1),D(0;0;4) et H(—1;1;2).

Affirmation 1 : les points 4, C et D définissent un plan (P) d’équation 8x — 5y + 4z — 16 = 0.

Affirmation 2 : les points 4, B, C et D sont coplanaires.

Affirmation 3 : les droites (AC) et (BH) sont sécantes.

On admet que le plan (ABC) a pour équation cartésienne x —y + 2z — 2 = 0.

Affirmation 4 : le point H est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
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Exercice 4 z
On modélise un passage de spectacle de voltige aérienne en duo de
la maniére suivante :

* on se place dans un repére orthonormé (0;1; J; E), une unité
représentant un metre ;

* "avion n°1 doit relier le point O au point A(0; 200; 0) selon une
trajectoire rectiligne, a la vitesse constante de 200 m/s ;

e |'avion n°2 doit, quant a lui, relier le point B(—33; 75; 44) au

point C(87;75; —116) également selon une trajectoire rectiligne,

et a la vitesse constante de 200 m/s.

® au méme instant, I'avion n°1 est au point O et I'avion n°2 est au point B.

1. Justifier que I'avion n°2 mettra autant de temps a parcourir le segment [BC] que I'avion n°1 a parcourir le
segment [OA].

2. Montrer que les trajectoires des deux avions se coupent.

3. Les deux avions risquent-ils de se percuter lors de ce passage ?

Exercice 5

Dans I'espace muni d’un repére orthonormé (0;7; J; E) d’unité 1 cm, on considéere
les points A(3; —1;1), B(4;—1;0), C(0;3;2),D(4;3;—-2) et S(2; 1; 4).

Dans cet exercice on souhaite montrer que SABDC est une pyramide a base ABDC
trapézoidale de sommet S, afin de calculer son volume.

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. a. Montrer que les points 4, B, C et D sont coplanaires.

b. Montrer que le quadrilatere ABDC est un trapéze de bases [AB] et [CD].

On rappelle qu’un trapéze est un quadrilatére ayant deux cOtés opposés paralléles appelés bases.

D

3. a. Démontrer que le vecteur 71(2; 1; 2) est un vecteur normal au plan (ABC).

b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par le point S et orthogonale au plan
(ABC).

d. On note I le point d’intersection de la droite A et du plan (ABC).

Montrer que le point I a pour coordonnées (%;%;g), puis montrer que SI =2 cm.

4. a. Vérifier que le projeté orthogonal H du point B sur la droite (CD) a pour coordonnées H(3; 3; —1) et
montrer que HB = 3v/2 cm.

b. Calculer la valeur exacte de I'aire du trapeze ABDC.

On rappelle que I'aire d’un trapéze est donnée par la formule A = HTB X h ot b et B sont les longueurs des

bases du trapéze et h sa hauteur.
5. Déterminer le volume de la pyramide SABDC.

On rappelle que le volume V d’une pyramide est donné par la formule V = % X aire de la base X hauteur.
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Exercice 6 On considére un cube ABCDEFGH. E |
1. a. Simplifier le vecteur AC + AE. F G

I

b. En déduire que AG - BD = 0. :

c. On admet que AG - BE =0. :
Démontrer que la droite (AG) est L
orthogonale au plan (BDE). D

Lespace est muni du repére orthonormé (A; AB, AD, E]

a. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan (BDE) est
x+y+z—-1=0
b. Déterminer les coordonnées du point d'intersection K de la droite (AG) et du plan
(BDE).
V3

c. On admet que 'aire, en unité d'aire, du triangle BDE est égale & Th

Calculer le volume de la pyramide BDEG.
Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre affirmations est exacte. Indiquer sur
la copie le numéro de la question et recopier la lettre correspondant a I'affirmation exacte. Il est
attribué un point si la lettre correspond a I'affirmation exacte, 0 sinon.

Exercice 7

Dans tout I'exercice, on se place dans un repére orthonormé (0 y 1, ], k) de I'espace.
Les quatre questions sont indépendantes. Aucune justification n’est demandée.

1. On considere le plan P d’ équation cartésienne 3x+2y+9z—5 = 0 et la droite d dont une

X = 4t+3
représentation paramétriqueest:{ y = —I(+2 ,feR.
z = -—t+9

Affirmation A : l'intersection du plan P et de la droite d est réduite au point de coordonnées
(3;2;9).

Affirmation B : le plan P et la droite d sont orthogonaux.

Affirmation C: le plan P et la droite d sont paralléles.

Affirmation D : I'intersection du plan P et de la droite d est réduite au point de coordon-
nées (—353; 91 ; 98).

x = r+2
2. On considére la droite d dont une représentation paramétriqueesty y = 2 ,avec
z = 5t-6

t € R, et le point A(—2; 1; 0). Soit M un point variable de la droite d.

Affirmation A : la plus petite longueur AM est égale 2 /53 .

Affirmation B : la plus petite longueur AM est égale a v27.

Affirmation C : 1a plus petite longueur AM est atteinte lorsque le point M a pour coordon-
nées (—2; 1; 0).

Affirmation D : la plus petite longueur AM est atteinte lorsque le point M a pour coordon-
nées (2; 2; —6).

On considere le plan P d’équation cartésienne x+2y—3z+1 =0 et le plan P’ d’équation
cartésienne 2x—y+2=0.

o

Affirmation A : les plans P et P’ sont paralléles.

Affirmation B :'intersection des plans P et P’ est une droite passant parles points A(5; 12; 10)
etB(3;1;2).

Affirmation C : I'intersection des plans P et P’ est une droite passant par le point C(2; 6; 5)
et dont un vecteur directeur est ;{ 1;2;2).

Affirmation D : I'intersection des plans P et P’ est une droite passant par le pointD(—1; 0; 0)
et dont un vecteur directeur est _v'(a ; 6;5).
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Exercice 8 partieA

Dans un plan P, on considére un triangle ABC rectangle en A.

Soit d la droite orthogonale au plan P et passant par le point B. On considére un point D de cette
droite distinct du point B.

1. Montrer que la droite (AC) est orthogonale au plan (BAD).

On appelle bicoin un tétraédre dont les quatre faces sont des triangles rectangles.
2. Montrer que le tétraedre ABCD est un bicoin.
3. a. Justifier que I'aréte [CD] est la plus longue aréte du bicoin ABCD.

b. On note I le milieu de I'aréte [CD]. Montrer que le point I est équidistant des 4 som-

mets du bicoin ABCD.
Partie B
Dans un repére orthonormé de I'espace, on considére le point A(3; 1; —5) et la droite d de repré-
x = 2t+1
senlation paramétrique§ y = -2t+9 outelR.
z = -3

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P orthogonal a la droite d et passant par le
point A.

2. Montrer que le point d’intersection du plan P et de la droite d est le point B(5; 5; —1),

3. Justifier que le point C(7; 3; —9) appartient au plan P puis montrer que le triangle ABC est
un triangle rectangle isocéle en A.

4. Soit t un réel différent de 2 et M le point de paramétre t appartenant a la droite d.
a. Justifier que le triangle ABM est rectangle.

b. Montrer que le triangle ABM est isocéle en B si et seulement si le réel r vérifie I'équa-
tion 1 —41=0.

c. En déduire les coordonnées des points M) et Mz de la droite d tels que les triangles
rectangles ABM,; et ABM, soient isocéles en B.
Partie C

On donne le point D(9; 1; 1) qui est un des deux points solutions de la question 4. c. de la partie
B. Les quatre sommets du tétraédre ABCD sont situés sur une spheére.

En utilisant les résultats des questions des parties A et B précédentes, déterminer les coordonnées
du centre de cette sphére et calculer son rayon.
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Exercice 9 On relie les centres de chaque face d'un cube ABCDEFGH pour former un solide IJIKLMN comme
sur la figure ci-dessous.

Plus précisément, les points 1, ], K, L, M et N sont les centres respectils des [aces carrées ABCD,
BCGE CDHG, ADHE, ABFE et EFGH (donc les milieux des diagonales de ces carrés).

1. Sans utiliser de repére (et donc de coordonnées) dans le raisonnement mené, justifier que
les droites (IN) et (ML) sont orthogonales.

Dans la suite, on considére le repére orthonormé (A; AB ; AD ; E) dans lequel, par exemple, le

1
point N a pour coordonnées [E ; 2 ; l].

2. a. Donner les coordonnées des vecteurs NC et ML.

b. En déduire que les droites (NC) et (ML) sont orthogonales.

¢. Déduire des questions précédentes une équation cartésienne du plan (NCI).
3. a. Montrer qu'une équation cartésienne du plan (NJM) est: x—y+z=1.

b. La droite (DF) est-elle perpendiculaire au plan (NJM) ? Justifier.

c. Montrer que l'intersection des plans (NJM) et (NCI) est une droite dont on donnera
un point et un vecteur directeur. Nommer la droite ainsi obtenue en utilisant deux
points de la figure.
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