
Chapitre 5 – Fonction logarithme népérien 

1. Définition 

1a. Réciproque de     

 

Définition : la fonction logarithme népérien, notée   , est la fonction qui  
à tout          , associe l’unique nombre   tel que     . 
On a donc   ( )         

1b. Premières propriétés 

• pour tout     :    ( )    • pour tout     :   (  )     

•           •        
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1c. Croissance, équations et inéquations 
Propriété :    est strictement croissante sur       . 

Démonstration : soient deux réels   et   strictement positifs, tels que    . 

Comme      ( ) et      ( ), on obtient donc    ( )     ( ). 
La fonction     étant strictement croissante, on a alors   ( )     ( ). 
Ainsi, on a montré que si    , alors   ( )     ( ). 
La fonction    est donc strictement croissante sur       . 
 

 

 

 

 

 

 

 

Exemple 1 
a.  ( ) est défini pour tout réel   tel que              ,  
donc sur          . 
 ( ) est défini pour tout réel   tel que                , 
donc sur       . 
b. L’ensemble de définition commun de   et de   est         . Pour   
appartenant à cet ensemble : 
 ( )   ( )    (    )    (   )                    
Donc la courbe    est au-dessus de la courbe    pour        , 

et en-dessous pour           . 

Exemple 2 
a. On doit avoir    , c’est-à-dire         . 
                                   
Ainsi,          . 
Notez qu’avant d’appliquer la fonction exp, il vaut mieux avoir uniquement une 

expression de la forme   (a) dans un membre de l’équation, sans signe – ou autre 
opération.  
C’est pourquoi on n’applique pas encore la fonction exp à l’étape «    x     ». 
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b. On doit avoir              , soit              
et         , soit         . 
Ainsi,   doit appartenir à                  c’est-à-dire         . 
  (    )     (  ) 

    (    )      (  ) 
On utilise alors une des propriétés de la fonction exp : exy  (ex)y pour retrouver 

une expression de la forme e  (a), qui est égale à a  .

      (   (  ))
 

 

      (  )  
         
            
Ce polynôme a pour discriminant        (  )      , et ses racines sont 

   
    

  (  )
  

 

  
     e       

    

  (  )
 

 

  
       

Or   n’appartient pas à l’intervalle          , c’est une valeur interdite. 
Ainsi,       . 

c. Cette équation n’a pas de valeur interdite. 
           
           
         
   (     )    ( ) 
        ( ) 
      ( )    

   
 

 
(  ( )   )  e     {

 

 
(  ( )   )}    

Les nombres exprimés à l’aide de la fonction    n’ont souvent pas d’expression plus 
« simple ». Ici, la solution vaut environ    9  , mais on demande une valeur exacte.

d. Le polynôme          a pour discriminant               . Il 
n’a donc pas de racines, il est positif pour tout  .  
L’équation n’a pas de valeur interdite. 
  (        )    

    (        )     
            
       9    
 (   )     

 Quand c’est possible, on utilise une identité remarquable plutôt que les polynômes.
          e            

Exemple 3 
a. L’équation est définie pour    , c’est-à-dire       . 
On pose      . L’équation devient          . 
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Le discriminant de ce polynôme est   (  )      (  )    .  
Les racines sont donc : 

   
   

   
 

  

 
      e       

   

   
 

  

 
   

L’équation           a donc deux solutions,      et      . 
Ainsi, l’équation initiale a deux solutions :  
•    telle que                      
•    telle que                        

Ces deux nombres appartiennent bien à       . Donc   {      } 

b. L’équation est définie pour tout   réel. 
On pose      (sachant que    est alors égal à (  )     ). Ainsi : 
                   
Le discriminant de ce polynôme est   (  )      (  )    . 
Les racines sont donc : 

   
   

   
 

  

 
      e       

   

   
 

 

 
   

L’équation            a donc deux solutions,       et     . 
Ainsi, l’équation initiale a deux solutions :  
•    telle que              . Or une exponentielle ne peut pas être 
négative. On ne peut d’ailleurs pas calculer   (  )  .
•    telle que                    ( ). 
Donc      ( )  
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2. Propriétés algébriques 

2a. Produit 
Pour tous réels   et   strictement positifs, 

  (  )    ( )     ( ) 

Démonstration : Soient deux réels   et   strictement positifs. 
Nous allons calculer le produit ab de deux façons, avec les propriétés de exp  .

Tout d’abord :       (  )  

Mais aussi,       ( )     ( )     ( )    ( ) 

Ainsi,    (  )  e  ( )    ( ), ce qui signifie que   (  )    ( )     ( ). 

 

Exemple 1 La technique est de décomposer les nombres, ici   , en produit de 2 et 
de 5, et de transformer ces    de produits en sommes de    .
a.   (  )    ( )    (  )     ( )    (  )     ( )    (  )     ( )    ( ) 
b.     (  )     (  ) 
   (9)    ( )   (  (9)    ( )) 
   (9)    ( )     (9)     ( ) 
    (9)    ( )     ( ) 
  (  ( )    ( ))    ( )     ( ) 
   ( )       ( ) 
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Exemple 2 
L’équation est définie pour      , soit pour     , et pour      , soit 
pour    . Ainsi, elle est définie pour         .  
  (   )    (   )     (  ) 

   ((   )(   ))     (  ) 

On a une égalité de la forme   (a)    (b), donc on peut se débarrasser des    .
 (   )(   )     
         
       
  peut donc être égal à   ou   , mais l’équation est définie sur       . 
Ainsi,      . 

Exemple 3 
On calcule  (  ) en essayant de retrouver  ( ), c’est-à-dire    (  ). 
 (  )     (    ) 
    (    ) 
  (  (  )     ) 
    (  )       
  ( )                  
  ( )    (       ) 
  ( )    (  ), réponse B. 
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2b. Inverse et quotient 
Pour tous réels   et   strictement positifs, 

  (
 

 
)     ( )                (

 

 
)    ( )     ( ) 

Démonstration :  

• Soit    .  
 
 

  
  (

 
 )

 mais aussi  
 
 

 
 

   ( )
     ( ) 

On en déduit que  
  (

 
 )

     ( ), et donc que   (
 
 
)      ( ). 

• Soient   et   strictement positifs. En utilisant la propriété qu’on vient de 
démontrer, et la propriété de la somme : 

  (
 

 
)    (  

 

 
)    ( )    (

 

 
)    ( )     ( ) 

 

Exemple 1  Il existe plusieurs façons d’arriver au résultat.

a.   (
 
 
)        (       )        

b.                                 

c.             (
  
  

)    (
 
 
)       

Exemple 2 
a.   est définie pour tout   tel que      , soit     . 
Ainsi,   est définie sur        . 
b. On doit montrer une égalité. On peut partir de la forme initiale de la fonction, ou 
bien partir de la forme donnée par la question pour retrouver f(x), ce qui est ici plus 

 facile.
Soit     . Calculons : 

  (
  

   
)    (  )    (   )      (   )   ( ) 
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2c. Puissances et racines 
Pour tout     et tout    , 

  (  )       ( )                (√ )  
 

 
   ( ) 

Démonstration : Soit     et    .  

•   (  )    ((    ) )    (     )       

• 
 

 
  ( )  

 

 
  (√ 

 
)  

 

 
    (√ )    (√ ) 

 

Exemple 1 À nouveau, il existe plusieurs façons d’arriver au résultat. 

a.   (
 
9
)    (  )     (9)    (  )                  

b.   (
√ 
 

)    (  )    (√ )    ( )    (  )  
 
 
              

 
 

    

c.          (9  )  (    )
  

   9    (  )                  
 
 

 

Exemple 2 
a. Ici, l’équation est de la forme a  ⋯ et on peut appliquer     dès le début.

(
 

 
)
 

      

   ((
 

 
)
 

)    (    ) 
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    (
 

 
)         

On divise alors par   (
 

 
), qui est négatif ! En effet, 

 

 
  est inférieur à 1.

    
     

  (
 
 
)

 

On ne peut pas écrire ce résultat plus simplement, même avec les propriétés 
algébriques. Par exemple,      peut s’écrire        , mais cela ne nous 
permettra pas de simplifier. 
Le résultat trouvé vaut approximativement 7,54.   est donc un entier supérieur à 
7,54. Ainsi,    . 
b. Ici, il faut d’abord isoler le nombre à la puissance   (sans le signe –, donc) avant 
d’appliquer    .
    9     9 
    9     9    
    9        
   9       
   (  9  )        
      9        
On fait attention, car, de nouveau,     9   est un nombre négatif.

   
     

    9 
 

Ce résultat est approximativement égal à 56,41. Ainsi,     . 

Exemple 3 Le nombre d’adhérents peut se modéliser par une suite géométrique 
de premier terme       et de raison       . 
Ainsi, pour tout    , le nombre d’adhérents à l’année (      ) est donné par 
la formule            . On résout l’inéquation : 
             

       
   

  
 

       
  

  
 

   (     )    (
  

  
) 

    (    )    (
  

  
) 

Ici, contrairement aux deux exemples précédents,   (    ) est positif car        .

   
  (

  
  

)

  (    )
 

Cette dernière valeur vaut 9,01. Donc   est un entier strictement supérieur à 
9,01, il est donc supérieur ou égal à 10. Les 350 adhérents seront atteints en 
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Exemple 4 
a.      est strictement positif pour tout   réel, donc   est définie sur  . 

b. Dans le résultat recherché, le     (x), qui est aussi égal à –   (x ), nous invite à 
factoriser le contenu du    par x  dans l’expression initiale. 

Pour tout     : 
 ( )     (    ) 

    (  (  
 

  
)) 

  (  (  )    (  
 

  
)) 

    (  )     (  
 

  
) 

Exemple 5 
Soit     : 
 ( )   (  ) 

   (     )    (    (  )) 

   (     )    (    ) 

   (
     

    
) 

Le fait qu’on doive trouver  x à la fin, qui peut s’écrire aussi   (e x), nous invite à 
factoriser la fraction par e x pour voir ce qui se passe ensuite. 

   (
   (

 
    

   

  )

    
) 

   (
   (    )

    
) 

On a trouvé le même facteur au numérateur et au dénominateur !  
On simplifie par (ex   )  .
   (   ) 
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3. Étude de la fonction 

3a. Dérivée 

Propriété :    est dérivable sur       , et pour tout     :  

   ( )  
 

 
 

Remarque : la dérivée seconde de    est donc la fonction    
 

  
 

Ainsi,    est une fonction concave. 

Démonstration : On admet que la fonction    est dérivable. 
Soit   définie pour     par  ( )        . 

Par définition du logarithme nepérien,        et donc   est la fonction nulle. Sa 
dérivée est également la fonction nulle : pour tout    ,   ( )   . 
Or en appliquant les règles de composition : 

  ( )       ( )              ( )          ( )  
 

 
 

 

Exemple 1 Pour tout      : 

  ( )    
 

 
   ( 

 

  
)  

 

 
 

 

  
 

    

  
 

Or pour    , (    ) et    sont strictement positifs. 
Ainsi   ( ) est positif et   est croissante sur       . 
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Exemple 2 
On pose   ( )      ( )      

     ( )       ( )  
 
 
 

  ( )          
 

 
       

Or   ( )                         
Ainsi,   est décroissante sur         puis croissante sur         . 
Son minimum a pour valeur  (   )       (   )      (  )      . 

Exemple 3 
• On pose   ( )          ( )      

     ( )  
 
 

     ( )    

  ( )  
 

 
(   )  (     )      

 

 
         

 

 
     

• On pose   ( )        ( )      

     ( )         ( )  
 
 
 

  ( )  
 

 
 

           
 
 

(   ) 
 

 

 
 

          

(   ) 
 

Exemple 4 

a. Pour tout    ,   ( )  
 
 
 

On a donc  ( )               et   ( )  
 
 

   

Ainsi, l’équation de la tangente   est :  
    ( )(   )   ( )   (   )         
b. Étudier la position relative de    et de sa tangente   revient à étudier le signe 

de  ( )  (    )                         (       ) 
Ainsi, cela revient bien à étudier le signe de  . 

c.   ( )  
 
 

   
   
 

 
Le signe de   ( ) ne dépend que de celui de (   ), qui est positif sur       puis 
négatif sur       . 
Ainsi,   est croissante sur       puis décroissante sur       .  
Son maximum est  ( )           .  
On en déduit que pour tout    ,  ( ) est négatif. 
d. Ainsi, la courbe    est en-dessous de sa tangente  . 
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3b. Fonction composée   ( ) 
Propriété : Soit   une fonction dérivable et strictement positive. 
Alors la fonction    ( ) est dérivable et : 

(   )  
  

 
 

 

 

   ( )  
  

    
  

 

   
 

   ( )  
    

     
 

  

     
 

• On pose  ( )     et  ( )     (    ). Alors   ( )     et   ( )  
  

    
. 

  ( )      (    )     
  

    
 

• On pose  ( )    (    ) et  ( )      . Alors   ( )  
  

    
 et   ( )    . 

  ( )  

  
    

 (    )    (    )    

(    ) 
 

 
       (    )

(    ) 
 

 
  (    (    ))

(    ) 
 

• On se rappelle que la dérivée d’une fonction de la forme u  est  u u. 

On pose  ( )     (    ). On a   ( )  
 

    
 

  ( )    
 

    
   (    )  

   (    )
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3c. Limites 
Propriété :     

   
    ( )      et     

    
  ( )    . 

 

Exemple 1 
•     

    
       et     

    
  ( )    . 

Par produit,     
    

      ( )    . 

•    
   

  ( )     et     
   

 
 

  
    par quotient. 

Ainsi, par somme,     
   

  ( )  
 

  
    

•    
    

      donc par différence,     
    

        . 

Or     
    

  ( )     donc par composition,     
    

  (    )    . 

Exemple 2 
a.  
•     

    
        donc par composition,     

    
  (    )     

•    
  

 
 

         
 
 

   donc par composition,     
  

 
 

  (    )     

b.  

•     
    
    

      et     
    
    

      . Par quotient,     
    
    

   
   

    

Donc par composition,     
    
    

  (
   
   

)     

•     
   
   

       et     
   
   

     . Par quotient,     
   
   

   
   

   

Donc par composition,     
   
   

  (
   
   

)     
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3d. Croissances comparées 
Propriété : En cas de forme indéterminée sur un produit/quotient d’une 
fonction puissance par la fonction   , les croissances comparées 
permettent de lever l’indétermination. Pour tout     : 

    
    

  
  ( )

  
                   

   
    ( )     

Remarques :  
• par passage à l’inverse, on trouve aussi : 

   
    

  

  ( )
    

• on peut aussi montrer que : 

   
   

   (   )

 
   

 

 
Exemple 1 
a. Cette fonction étant définie sur       , il s’agit d’une limite à droite en  . 

Par croissances comparées,     
    

      . De plus,     
    

 
 
 

   . 

Donc par somme,     
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b.     
    

       mais     
    

       .  

Par somme, il s’agit d’une forme indéterminée. 

Mais pour    ,           (
   

  
  ) 

Or par croissances comparées,     
    

   

  
   donc     

    
(
   

  
  )     

De plus,     
    

     . 

Donc par produit,     
    

            
    

  (
   

  
  )     

c.     
    

         mais     
    

     . 

Par quotient, il s’agit d’une forme indéterminée. 

Mais  
     

   
   

   
 

    

Or par croissances comparées,     
    

   

     . De plus, donc     
    

 
 

    . 

Donc par somme,     
    

     

       
    

   

   
 

     

d.     
    

     mais     
   

  √     par composition. 

Par produit, il s’agit d’une forme indéterminée. 

Mais    √  √    √ . 

Or     
   

√    et     
   

       , par croissances comparées. 

Donc par composition,     
   

   √      
   

√    √    

e. Pour tout    , 
  (   )

(   ) 
  

  (   )

(   ) 
 

Or     
    

(   )     et     
    

   

     par croissances comparées. 

Donc par composition,     
   

  (   )

(   )
      

   
 

  (   )

(   )
    

Exemple 2 Il s’agit en fait des 3 premières questions d’un exercice du sujet de bac 
 métropole 2023 jour 1 : les deux limites, et le tableau de variations.

• Pour    ,   ( )     
 
 

 
     

 
 

 (    )
 

 
  étant strictement positif, le signe de   ( ) ne dépend que de (    ). 
                car, à nouveau,   est strictement positif. 
Ainsi,   ( ) est négatif sur       puis positif sur       . 
Ainsi,   est décroissante sur       puis croissante sur       . 
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• On calcule  ( )                . 
•     

   
     ;     

   
        donc     

   
         .  

Par somme,     
   

 ( )     . 

•     
    

      ;     
    

        donc     
    

         . 

Par somme, c’est une forme indéterminée. Mais : 

 ( )            (  
    

  
) 

Or par croissances comparées,     
    

   

  
   donc     

    
(  

    

  
)    

De plus,     
    

     . 

Donc par produit,     
    

 ( )      
    

  (  
    

  
)     

 
Exemple 3 
a. • En  ,     

    
           et     

    
        .  

Donc le numérateur tend vers   . De plus,     
    

     . 

Par quotient,     
    

 ( )    .  

• En   , il s’agit d’une forme indéterminée. Mais : 

 ( )  
            

 
     

 

 
 

    

 
 

Or     
    

     ;     
    

      ;     
    

 
 

     et enfin     
    

    
 

   par 

croissances comparées. Donc par somme,     
    

 ( )    . 

b. On pose  ( )               et  ( )   . 

On a alors   ( )       
 
 

 et   ( )   . 

  ( )  
(     

 
 
)    (            )   

  
 

  ( )  
                     

  
 

  ( )  
         

  
 

En posant  ( )           , on obtient bien le résultat voulu. 
charly-piva.fr



c. Pour    ,   ( )     
 
 

 
     

  
 

Cette dérivée est positive pour tout    , donc   est croissante sur        
d.  ( )             . 
  est croissante et s’annule en 1.  
Ainsi  ( ) est négatif sur       puis positif sur       . 
e. Le signe de   ( ) ne dépend que de celui de  ( ). 
On en déduit que   est décroissante sur       puis croissante sur       . 

Exemple 4 

a. Le point   a pour coordonnées (   ( )). Ainsi, le rectangle      a pour 

dimensions   et  ( ). Par conséquent : 

  ( )     ( )   (    (
 

 
))        (

 

 
) 

    
   

     et par croissances comparées,     
   

   (
 

 
)      

   
  

 

 
  (

 

 
)    

Donc par différence,     
   

 ( )   . 

Ce n’était pas évident graphiquement, puisqu’on parle ici de l’aire d’un rectangle 

dont la longueur tend vers    ! 
b. Un maximum ? Dès qu’il est question de trouver l’extremum d’une fonction, on 

sait qu’il va falloir la dériver. On fait attention à la composée   (
𝑥

 
). 

Pour    , on pose  ( )    et  ( )    (
 

 
).On a alors   ( )    et  

  ( )  

 
 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

Tiens, c’est la même dérivée que 𝑙𝑛. Ce n’est pas étonnant : pour tout 𝑘    , 
  (𝑘𝑥)    (𝑥)    (𝑘), et   (𝑘) est une constante. 

Ainsi, toute fonction de la forme   (𝑘𝑥) a pour dérivée 
 

𝑥
 . Dans cet exercice, on est 

dans le cas 𝑘  
 

 
. 

Ainsi, pour     : 

  ( )    (    (
 

 
)    

 

 
)      (

 

 
)        (

 

 
) 

Étudions le signe de   ( ).  

    (
 

 
)        (

 

 
)     

 

 
      

Ainsi,   est croissante sur        puis décroissante sur        . 
Son maximum est donc atteint pour     . 

Les coordonnées du point   sont alors (    (  )), 

or  (  )      (
  

 
)      ( )        

Ainsi,  (    ). L’aire du rectangle est alors          . 
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4. Autres applications 
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