Chapitre 5 - Fonction logarithme népérien

1. Définition
1a. Réciproque de exp

La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR.

De plus, lim e*=0et lim e* = +co.
X——00 x—+o

D’aprés le corollaire du TVI, on peut donc démontrer que
pour tout m strictement positif, il existe un unique a tel que e = m.

Autrement dit, tout nombre strictement positif a un unique antécédent
par la fonction exponentielle.

m

———

Définition : la fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction qui
a tout x € ]0; 4+o0[, associe 'unique nombre y tel que x = e”.

Onadoncin(x) =y & x =eY

1b. Premieres propriéteés

epourtoutx > 0:e™® =x  epourtoutx € R:In(e¥) = x

eln1 =20 elne =1

Soit M(a; b) appartenant a la courbe de exp.
On a e® = b et par définition de In, a = In(b)
Ainsi, le point M'(b; a) appartient a la courbe de In. b

Ainsi, pour tout point (a; b) de la courbe de exp,
on peut placer un point (b; a) de la courbe de In.
Le fait de permuter les coordonnées revient a tracer

la symétrique de la courbe de exp par rapport a la droite /
d’équation y = x (qu’on appelle la « premiére bissectrice »).

ar

In est une fonction définie sur ]0; 4+oo[ car I'exponentielle
d’un nombre réel est toujours strictement positive.

Commee’ =1,0onaln(1) =0

In(x)

et comme el = e, alorsIn(e) = 1.
Notez que In(0) n’existe pas !

On écrit parfois In a, sans parentheses, au lieu de In(a).
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1c. Croissance, équations et inéquations
Propriété : In est strictement croissante sur ]0; +oo].

Démonstration : soient deux réels a et b strictement positifs, tels que a < b.
Comme a = e"@ et p = ¢"®) on obtient donc e!*@ < ln®),

La fonction exp étant strictement croissante, on a alors In(a) < In(b).

Ainsi, on a montré que si a < b, alors In(a) < In(b).

La fonction I(n est donc strictement croissante sur ]0; +oo].

Remarque : Ainsi, on peut appliquer In (ou exp) aux deux membres d’une équation ou inéquation.

Pour a, b réels strictement positifs : ea=bs In(a) =In(b) ea<b s In(a) <In(b)
Pour a, b réels : cea=bhb=e*=¢b ca<hbhe=er<el

Si une expression est de la forme ln(u(x)), on commence par vérifier ses conditions d’existence.

En effet, ln(u(x)) n’existe que pour les réels x tels que u(x) > 0.

Exemple 1 Soient f et g les fonctions définies respectivement par f(x) = In(2x + 1) et g(x) = In(4 — x).
a. Quelle est I'ensemble de définition de ces deux fonctions ?
b. Etudier la position relative des courbes de f et de g sur leur ensemble de définition commun.

Exemple 2 Résoudre les équations et inéquations suivantes, aprés avoir vérifié les conditions d’existence.

a.7—-lnx<4 b.In(2x + 3) = 2In(—x) c. —e¥* +5=2 d.In(x* +6x+10) =0
Exemple 3 Résoudre les équations suivantes a I'aide d’un changement de variable.

a.(Inx)? —4(lnx) =5=0 b.e** —2¢* =8
Exemple 1

a. f(x) est défini pour toutréel x telque2x +1 > 0 & x > —0,5,

donc sur | — 0, 5; +oo].

g(x) est défini pour toutréel x telque4 —x > 0 & —x > —4 & x < 4,

donc sur | — oo; 4.

b. L’ensemble de définition commun de f et de g est] — 0,5; 4[. Pour x
appartenant a cet ensemble :

fx)z2gx) ehn@2x+1)=>2nhd—-x)=2x+124—x=3x=23=x=>1
Donc la courbe Cf est au-dessus de la courbe (:’g pour x € [1;4],

et en-dessous pour x €] — 0, 5; 1].

Exemple 2

a. On doit avoir x > 0, c’est-a-dire x €]0; +oo[.

7-Inx<4e -lhx<-3ehx>3ce™>ed3ox>ed

Ainsi, § =]e3; +oo].

Notez qu’avant d’appliquer la fonction exp, il vaut mieux avoir uniquement une
expression de la forme In(a) dans un membre de I'équation, sans signe — ou autre
opération.

C’est pourquoi on n’applique pas encore la fonction exp a l'étape « —Inx < —3 ».

charly-piva.fr



b. On doit avoir 2x + 3 > 0 & x > —1,5, soit x €] — 1,5; 40|

et—x >0 < x <0, soitx €] — o0; 0J.

Ainsi, x doit appartenira | — 1,5; +oo[N] — o0; O[ c’est-a-dire | — 1, 5; 0.

In(2x + 3) = 2In(—x)

PR eln(2x+3) — eZln(—x)

On utilise alors une des propriétés de la fonction exp : €*Y = (e*)¥ pour retrouver

une expression de la forme e™@®, qui est égale d a.

& 2x+3 = (eln(_"))2

& 2x + 3 = (—x)?

& 2x + 3 = x?

© —x*+2x+3=0

Ce polynéme a pour discriminant A = 2% — 4 x (—1) X 3 = 16, et ses racines sont
—2—-4 6 —2+4 2

G sran il e T = e

Or 3 n’appartient pas a l'intervalle | — 1,5; 0[, c’est une valeur interdite.

Ainsi, § = {—1}.

c. Cette équation n’a pas de valeur interdite.
—e?*t5 + 5 =2

= —€2x+5 = -3

= €2x+5 =3

& In(e?**°) = In(3)

& 2x + 5 =1n(3)

& 2x =In(3) =5

o x=—(n@)—5) et S = {1 (In(3) — 5)}
2 (2

Les nombres exprimés a 'aide de la fonction In n’ont souvent pas d’expression plus
« simple ». Ici, la solution vaut environ —1,95, mais on demande une valeur exacte.

d. Le polynéme x2 + 6x + 10 a pour discriminant A = 6% — 4 x 1 x 10 = —4. 11
n’a donc pas de racines, il est positif pour tout x.

L’équation n’a pas de valeur interdite.

In(x* + 6x+10) =0

s en(x?+6x+10) _ ,0

Sxl+6x+10=1

Sx2+6x+9=0

S (x+3)2=0

Quand c’est possible, on utilise une identité remarquable plutot que les polynomes.
©x+3=0 et §={-3}

Exemple 3
a. L’équation est définie pour x > 0, c’est-a-dire ]0; +oof.

On pose X = Inx. L’équation devient X* — 4X — 5 = 0. .
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Le discriminant de ce polynéme est A = (—4)? — 4 x 1 x (—5) = 36.
Les racines sont donc :

Y=o 22 et x, = =5
191 2 T 2T T2 T

L’équation X* — 4X — 5 = 0 a donc deux solutions, X; = 5 et X, = —1.
Ainsi, '’équation initiale a deux solutions :
ex;tellequelnx; =X, ©lnx; =5 x, =e¢
ex,tellequelnx, =X, ©hx,=-1<x, =e”
Ces deux nombres appartiennent bien a ]0; +oo[. Donc § = {65; e‘l}
b. L’équation est définie pour tout x réel.
On pose X = e* (sachant que X? est alors égal a (e¥)? = e?¥). Ainsi :
X?—-2X=8X?2-2X-8=0
Le discriminant de ce polynéme est A = (—2)? — 4 x 1 x (—8) = 36.
Les racines sont donc :

2—6 —4 2+6 8
NE ATz T et Ty
L’équation X? — 2X + 8 = 0 a donc deux solutions, X; = —2 et X, = 4.
Ainsi, '’équation initiale a deux solutions :
e x4 telle que e*t = X; & e*t = —2. Or une exponentielle ne peut pas étre
négative. On ne peut d’ailleurs pas calculer In(—2).
e x, telle que e*2 = X, © e*2 = 4 < x, = In(4).
Donc S = {In(4)}

4+6 10

5
1
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2. Proprieétés algébriques

2a. Produit

Pour tous réels a et b strictement positifs,
In(ab) = In(a) + In(b)

Démonstration : Soient deux réels a et b strictement positifs.

Nous allons calculer le produit ab de deux fagons, avec les propriétés de exp.
Tout d’abord : ab = e'n(@P)

Mais aussi, ab = en(@ x In®) = pln(a)+In(b)

Ainsi, em(@b) = eln(@+In(®) ce qui signifie que In(ab) = In(a) + In(b).

En 1° et Terminale, on commence par étudier la fonction exponentielle, pour construire
ensuite la fonction In.

Mais historiquement, ce sont les logarithmes qui ont été étudiés en premier, avec John Napier,
dit Neper (1550-1617). Ce mathématicien et astronome écossais a cherché a faciliter les calculs
qui pouvaient devenir longs et pénibles liés a I'astronomie, la navigation... en mettant au point
une correspondance entre les termes d’une suite géométrique (1; a; a?;..;a? ;..;a?;..) et
ceux d’une suite arithmétique (0;1;2;..;p;..;q;..) alaide de la formule a? x a? = a?*4.
Il met alors au point une table numérique a deux colonnes, appelée table des logarithmes.
Dans cette table, tout produit de deux nombres m et n de la premiére colonne est associé a

m x
I’addition de deux autres nombres x et y de la deuxiéme colonne.
s ’ . - i . . - n
Une fois cette table complétée, il est possible de retrouver le résultat de multiplications J
difficiles en effectuant seulement des additions, souvent bien plus faciles. mxn X+y

Remarque : pour ne pas confondre les deux régles, on peut se rappeler que :
» |a fonction exp les mémes propriétés que les puissances : e®*? = e® x e’
¢ et que la fonction In a les propriétés inverses : In(ab) = Ina + In b.

Exemplel a. Exprimerln80 enfonctiondeln5etln2.
b. Ondonne M =1n45 — 2 In 27. Exprimer M en fonction deIn 5 et In 3.

Exemple 2 Apres avoir précisé les conditions d’existence, résoudre : In(x + 1) + In(x — 1) = In(24).

Exemple 3 On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 4 In(3x).
Parmi les quatre propositions suivantes, une seule est vraie pour tout x > 0. Laquelle ?

a. f(2x) =f(x) +1In(24) b.f(2x)=f(x)+In(16) c.f(2x)=In(2)+f(x) d.f(2x) =2f(x)

Exemple 1 La technique est de décomposer les nombres, ici 80, en produit de 2 et
de 5, et de transformer ces In de produits en sommes de In.
a.In(80) = In(2) + In(40) = 21In(2) + In(20) = 3In(2) + In(10) = 4In(2) + In(5)
b.M = 1In(45) — 21n(27)
= 1In(9) + In(5) — 2(In(9) + In(3))
=1n(9) + In(5) — 2In(9) — 2In(3)
= —In(9) + In(5) — 21In(3)
= —(In(3) + In(3)) + In(5) — 21n(3)
= In(5) — 41In(3)
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Exemple 2

L’équation est définie pour x + 1 > 0, soit pour x > —1, et pour x — 1 > 0, soit
pour x > 1. Ainsi, elle est définie pour x €]1; +oo].

In(x +1) + In(x — 1) = In(24)

& In((x + 1)(x — 1)) = In(24)

On a une égalité de la forme In(a) = In(b), donc on peut se débarrasser des In.
Sx+1D)x—-1) =24

S x?2—1=24

& x? =25

x peut donc étre égal a 5 ou —5, mais I'équation est définie sur ]1; +oo].
Ainsi, S = {5}.

Exemple 3

On calcule f(2x) en essayant de retrouver f(x), c’est-a-dire 4 In(3x).
f(2x) =4In(3 X 2x)

= 4In(3x X 2)

= 4(n(3x) +In2)

=41In(3x) +41In 2

=f(x)+In2+In2+1In2+1In2

=f(x)+In(2Xx2x%X2xX2)

= f(x) + In(16), réponse B.
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2b. Inverse et quotient
Pour tous réels a et b strictement positifs,

i (2) — ) In(+) = In(a) - In(b)

b
Démonstration :
. 1 1 . 1 1 _
e Soita > 0. = = eln(a) mais aussi - = ——=e Ina)
a a eln(@

s 1n(1) 1 1 1
On en déduit que e ™\a) = ¢~1n(@) et donc que In (E) = @)

e Soient a et b strictement positifs. En utilisant la propriété qu’on vient de
démontrer, et la propriété de la somme :

a 1 1
In (—) = In (a X —) = In(a) + In (—) = In(a) — In(b)
b b b
Exemple 1 Exprimer en fonction de In 2 chacun des nombres suivants.
1
a.ln; b.In8—5In2 c.In10 —In20

Exemple 2 Soit f la fonction définie par f(x) = x — In(1 + x).
a. Déterminer son ensemble de définition.
b. Démontrer que pour tout x appartenant a son ensemble de définition :

[ =1n (16i:x)

Exemple 1 I/ existe plusieurs fagons d’arriver au résultat.

a.ln(z)=-In4=-(n2+In2) = ~2In2

b.In8—-5In2=In24+n2+In2—-—5In2=-21In2

10 1
c.In10 - 20 =In(55) =In(5) = —In2
Exemple 2
a. f est définie pour tout x tel que 1 + x > 0, soitx > —1.
Ainsi, f est définie sur | — 1; +oo].
b. On doit montrer une égalité. On peut partir de la forme initiale de la fonction, ou
bien partir de la forme donnée par la question pour retrouver f(x), ce qui est ici plus
facile.
Soit x > —1. Calculons:

In <1e:x) =In(e*) —In(1+x) =x—In(1+x) = f(x)
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2c¢. Puissances et racines
Pour touta > 0 et toutn € N,

In(a™) = nIn(a) In(vVa) = %ln(a)

Démonstration : Soita > 0 etn € N.
eIn(a™) = In((e™*)™) = In(e™"%) = nlna

.%m(a) = %m (\/52) = % x 2In(va) = In(va)

Exemple 1 Exprimer chaque nombre en fonction de In 3.

a. ln(%) +In81 b. In (?

) —In(27) c.e 212 4 In(9e?)
Méthode : le fait que In « transforme les puissances en multiplications » permet de résoudre des inéquations

ou I'inconnue est en exposant.

N\
Exemple 2 Résoudre dans N les équations suivantes. a. (E) < 1073 b.1—-0,96™ > 0,9

Exemple 3 Un club sportif a ouvert en début 2020 avec 85 membres. Il estime qu’a chague début d’année, son
nombre d’adhérents augmentera de 17%.
Déterminer au début de quelle année son nombre d’adhérents dépassera 350.

Exemple 4 Soit f la fonction définie par f(x) = —In(x? + 1).
a. Déterminer son ensemble de définition.
b. Démontrer que pour tout x appartenant a son ensemble de définition :

f(x) ==2In(x) —1In (1 + x—lz)

Exemple 5 On considére la fonction f définie sur R par f(x) = In(1 +e™).
Montrer que, pour tout nombre réel x, ona f(x) — f(—x) = —x.

Exemple 1 A nouveau, il existe plusieurs facons d’arriver au résultat.

a.ln (%) +1n(81) = —In(9) + In(3%) = —2In3 + 4In3 = 2In3

b.In (?) ~In(27) = In(v3) ~In(3) - In(3%) = 21n3 ~In3 - 3In3 = — 2 In3
c.e 2112 4 In(9e?) = (el“z)_2 +In9+Ine?)=2"2+2In3+2=2In3 +g
Exemple 2

a. Ici, I'équation est de la forme a™ < --- et on peut appliquer In des le début.

(g)n <1073

& In <(§)n> < In(1073)
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2
= nln(§> < —-3In10

On divise alors par In (g), qui est négatif! En effet, % est inférieur a 1.
3In10

n(5)

On ne peut pas écrire ce résultat plus simplement, méme avec les propriétés
algébriques. Par exemple, In 10 peut s’écrire In 2 + In 5, mais cela ne nous
permettra pas de simplifier.
Le résultat trouvé vaut approximativement 7,54. n est donc un entier supérieur a
7,54. Ainsi,n > 8.
b. Ici, il faut d’abord isoler le nombre a la puissance n (sans le signe -, donc) avant
d’appliquer In.
1-096™">0,9
< —-096">09 -1
< —0,96" > —-0,1
< 096" < 0,1
< In(0,96™) < In 0,1
<= nln0,96 <1no0,1
On fait attention, car, de nouveau, In 0,96 est un nombre négatif.
In0,1
In 0,96
Ce résultat est approximativement égal a 56,41. Ainsi, n > 57.

sSn > —

Sn >

Exemple 3 Le nombre d’adhérents peut se modéliser par une suite géométrique
de premier terme uy, = 85 et de raisonq = 1,17.

Ainsi, pour tout n € N, le nombre d’adhérents a I'année (2020 + n) est donné par
la formule u,, = 85 X 1,17™. On résout I'inéquation :

85 % 1,17™" > 350

= 1,17 > 350
’ 85
= 1,17 > 70
’ 17
o In(1,17") > 1 (70)
n(1, nl—
17
70
< nlin(1,17) > In (ﬁ)
Ici, contrairement aux deux exemples précédents, In(1,17) est positif car 1,17 > 1.
70
()
In(1,17)

Cette derniere valeur vaut 9,01. Donc n est un entier strictement supérieur a

9,01, il est donc supérieur ou égal a 10. Les 350 adhérents seront atteints en
2030. charly-piva.fr



Exemple 4
a. x2 + 1 est strictement positif pour tout x réel, donc f est définie sur R.

b. Dans le résultat recherché, le —2 In(x), qui est aussi égal a - In(x?), nous invite a
factoriser le contenu du In par x* dans I'expression initiale.

Pour tout x € R:
f(x)=—In(x?+1)

= —In <x2 (1 +%)>

=— (ln(xz) +In (1 -+ x—12))
= —In(x?) —In(1 + x—lz)

Exemple 5
Soitx € R:

fx) = f(=x)
=In(l+e™) — ln(l + e_(_x))
=In(1+e*)—In(1+e%)

1+e™
= ln( )

1+e*
Le fait qu’on doive trouver —x a la fin, qui peut s’écrire aussi In(e™), nous invite a
factoriser la fraction par e * pour voir ce qui se passe ensuite.
o)

e X e¥

14+ e

(e"x(ex + 1)>
= In

= In

1+ e*
On a trouvé le méme facteur au numérateur et au dénominateur !
On simplifie par (e* + 1).
= In(e™)
= —X

charly-piva.fr



3. Etude de la fonction

3a. Dérivée
Propriété : In est dérivable sur ]0; +oo[, et pour toutx > 0 :

1
ln’(x) — ;

Remarque : la dérivée seconde de [n est donc la fonction x +— — —

Ainsi, In est une fonction concave.

Démonstration : On admet que la fonction [n est dérivable.

Soit f définie pour x > 0 par f(x) = e™* — x.

Par définition du logarithme nepérien, e!™* = x et donc f est la fonction nulle. Sa
dérivée est également la fonction nulle : pour tout x > 0, f'(x) = 0.

Or en appliquant les regles de composition :

1
flfl)=0In(x)xe™ -1=0=In(x)x—1=0< In'(x) =7

4
Exemple 1 Soit f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 2Inx — "

Montrer que f est strictement croissante sur ]0; +oo[.
Exemple 2 Dresser le tableau de variations, sans les limites, de f définie pour tout x > 0 par f(x) = xIn x.

Exemple 3 Calculer les dérivées des fonctions suivantes sans se soucier de I'ensemble de définition.

x3

) =(nx+3)x~2)  g() =@~

Exemple 4 Soit f la fonction définie par f(x) = 2Inx + 1 sur ]0; +oo].

a. Déterminer I'équation de la tangente T a (; en 1.

b. Montrer qu’étudier la position relative de (; et de sa tangente T revient a étudier le signe
de la fonction g définie par g(x) = lnx — x + 1.

c. Donner le sens de variation de g, calculer g(1), et en déduire le signe de g sur ]0; +oo].

d. En déduire la position relative de Cr et T.

Exemple 1 Pour tout x > 0:
) = 2 1 ; ( 1) 2+4 2x + 4
X) =2X=——4X|—=|=-+—==——
f X x?) x x? x?
Or pour x > 0, (2x + 4) et x* sont strictement positifs.

Ainsi f'(x) est positif et f est croissante sur ]0; +oo[.
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Exemple 2
Onpose u(x) =x v(x) =Inx

u'(x)=1 v'(x) =%
1
f'(x) = 1><lnx+x><;=lnx+1

Orf'x) 20 e hx+1>0=hx>-1ox>e !
Ainsi, f est décroissante sur ]0; e~!] puis croissante sur [e™1; +oo].

Son minimum a pour valeur f(e™!) = e lln(e ) = e ! x (-1) = —e™ L.
Exemple 3
e On pose u(x) =lnx + 3 v(x) =x—2

HOEE V() =1
f'(x) =1(x—2)+(lnx+3)><1 = 1—E+lnx+3 =4-—E+lnx
e On posiec u(x) = x3 v(x) = lni g

u'(x) = 3x? v’ (x) =%

1 3x2 X Inx — x3 X = 1 3x%xInx—x?

90 = x (In x)? "= x (In x)?
Exemple 4
a. Pour toutx > 0, f'(x) =§
Onadoncf(1) =2In1+1=0+1=1letf'(1)=2=2

Ainsi, 'équation de la tangente T est :
y=fMDx-D+f1D)=2x—-1)+1=2x—-1

b. Etudier la position relative de Cr et de sa tangente T revient a étudier le signe
def(x) - 2x—1)=2Inx+1-2x+1=2Inx—2x+2=2(Inx—x+1)
Ainsi, cela revient bien a étudier le signe de g.

, 1 1—x
C.g(X)=§—1=T

Le signe de g'(x) ne dépend que de celui de (1 — x), qui est positif sur ]0; 1] puis
négatif sur [1; +oo|.

Ainsi, g est croissante sur |0; 1] puis décroissante sur [1; +oo.

Son maximumest g(1) =ln1—-1+1=0.

On en déduit que pour tout x > 0, g(x) est négatif.

d. Ainsi, la courbe Cr est en-dessous de sa tangente T.
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3b. Fonction composée In(u)

Proprieté : Soit u une fonction dérivable et strictement positive.
Alors la fonction In(u) est dérivable et :

!

u
(Inu) = —
u

Exemple Calculer les dérivées des fonctions suivantes, sans se soucier de I'ensemble de définition.

. In(x*-1) .
f(x)=In(4—-2x); g(x) =InBx?+1); h(x) =x%In(e*+ 1) ; i(x) = -1 j(x) = (In(4x — 1))?
() = —2 _ 1
) = T T2 %
, 3x7x  6x
cg'(x) =

3x2+1 3x2+1
e On pose u(x) = x* et v(x) = In(e* + 1). Alors u'(x) = 2x et v'(x) =

X

ex
e*+1’

h'(x) = 2xIn(e* + 1 Z %
(x) xIln(e*+1) +x o 1

2x
e

e On pose u(x) =In(x? — 1) et v(x) = x? — 1. Alors u'(x) =
2x

2 __
i/(x) =.X' 1

2x — 2xIn(x? — 1)
T @1y

2x(1 —In(x? — 1))
T @12

e On se rappelle que la dérivée d’une fonction de la forme u?® est 2u'u.

On pose u(x) = In(4x —1).Onau'(x) = 4x4—1

« In(4 1= 8In(4x—1)
ax— 1 T T T

. etv'(x) = 2x.

X (x> —1) —In(x? — 1) x 2x
(x? —1)2

j'(0) =2 X
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3c. Limites

Propriété: lim In(x) = —o et lim In(x) = +4oo.
x—0 X—+0o0

Exemple 1 Déterminer les limites suivantes.

lim —x2In(x) limIn(x) — — lim In(1—x3)

X—+00 x—0 X X—=—00

Exemple 2 Dans chaque cas, donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition .

3 2—Xx
a. f(x) =In(3—4x) surl =] _OO;Z [ b. f(x) = lnm sur] =] —1;2]
Exemple 1
e lim —x*=—wet lim In(x) = +oo.
x—+00 X—+00
Par produit, lim —x°In(x) = —oo,
. lm(l) In(x) = —w et llm —% = —oo par quotient.
X—>
Ainsi, par somme, lln(} In(x) — % = —o0
x—
e lim x3 = —oo donc par différence, lim 1 —x3 = +o0.
X—>— 00 X—>—00
Or thll In(X) = +oo donc par composition, lim In(1 — x3) = +oo0.
Exemple 2
a.
e lim 3 — 4x = +o0o donc par composition, lim In(3 —4x) = 4+
X—>—00 X——00
elim3—4x=3—-4X % = 0 donc par composition, limIn(3 — 4x) = —
- =
b.
 lim 2—x=3et lim x+1= 0*. Par quotient, Jim 2_|_—31€ = 400
x>-1 o1 ) o1
X
Donc par composition, xll)rp ln( +1) = +o00
x>-1 5
e lim2—x= 0% et lim x + 1 = 3. Par quotient, lim +ch 0
e <h ) <s
Donc par composition, llm ln( +)1€) —00
x<2
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3d. Croissances comparées

Proprieté : En cas de forme indéterminée sur un produit/quotient d’'une
fonction puissance par la fonction In, les croissances comparées
permettent de lever I'indétermination. Pour toutn € N :

. In(x) | . _
lim =0 limx"In(x) =0
x—>+oo0 xN x—0
Remarques :
e par passage a l'inverse, on trouve aussi :
n
li a +
1m = 100
X—+00 ln(x)
e Oon peut aussi montrer que :
. In(1 +x)
lim——=1
x—0 X
Exemple 1 Déterminer les limites suivantes.
3 | -5 1 -2
a. limxlnx —— b. lim Inx —3x> ¢ lim % d. limxInvx e lim In(x-2)
x—0 x x—+00 x—+0o x x—0 x—=+00 (2 —x)3

Exemple 2 On considére f, fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x* —81Inx.
Dresser son tableau de variations complet.
x*—2x-2-3lnx

Exemple 3 Soit f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ~

a. Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

b. Déterminer f’ et montrer que pour tout x, f'(x) = ou 8 est une fonction a déterminer.

2
x
c. Etudier les variations de 6 sur ]0; +oo].
d. Calculer 8(1). En déduire le signe de 8 (x) selon les valeurs de x.

e. En déduire les variations de f.

Exemple 4 Soit f |a fonction définie sur ]0; 14] par f(x) =2 —In (g) 1y

A tout point M de Cf, dabscisse x, on associe le point P, projeté de M j;

sur I’axe des abscisses, et le point Q, projeté de M sur |’axe des ordonnées. Q M _

a. Exprimer I'aire A(x) du rectangle OPM(Q en fonction de x. (2)- p Qfl | x
Donner la limite de A en 0. ol 2 4 6 8 10 12 14
b. Donner les coordonnées du point M pour lesquelles I'aire du rectangle -1T

OMPQ est maximale.

Exemple 1
a. Cette fonction étant définie sur ]0; +oo[, il s’agit d’'une limite a droite en 0.
: , : : 3
Par croissances comparées, lim xInx = 0. De plus, lim —= = —oo.
x—-0% x-0t X
- 3
Donc par somme, lim xInx ——- = —o
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b. lim Inx = +oomais lim —3x? = —oo.

X—+00 X—+ 00

Par somme, il s’agit d’'une forme indéterminée.
: Inx
Mais pour x > 0, Inx — 3x? = x? (? — 3)

. . . Inx : Inx
Or par croissances comparées, lim —- = 0donc lim (—2 — 3) = —3
X—>+oco X x—+oo \ X

De plus, lim x* = +oo,
X—>+ oo 1
Donc par produit, lim Inx — 3x? = lim x? (n_zx — 3) = —
X—>+00 xX—>+00 X

c. lim Inx—5 = 4ocomais lim x3 = +oo.
X—+00 X—+ 00

Par quotient, il s’agit d'une forme indéterminée.
Inx—5 Inx 5

Mais = = =
P -
: . . Inx : 5
Or par croissances comparees, lim — = 0.De plus,donc lim —— = 0.
xX—>+o00 X x—>+oco X
. Inx-5 . Inx 5
Donc par somme, lim 3— = lim —5 ——=0
x—+co X x—+oo X X
d. lim x = 0" mais lim In+vx = —oo par composition.
x—-0* x—0

Par produit, il s’agit d’'une forme indéterminée.

Mais x InVx = Vx?InVx.

Or lim+vx = 0 et lim X*InX = 0, par croissances comparées.

x—0 x—0
Donc par composition, lin(} xInx = lin(} Vx?lnVx =0
X— X—
In(x—-2) In(x—-2)
e.Pourtoutx >2,——m—= ———
(2—x)3 (x—2)3
Or lim (x —2) = +ooet lim ln_g( = 0 par croissances comparées.
X—+00 X—+oo X
In(x-2) _In(x-2)

Donc par composition, lim = lim =0

0 (2—x)° 0 (x—2)3
Exemple 2 ]l s’agit en fait des 3 premieres questions d’un exercice du sujet de bac

métropole 2023 jour 1 : les deux limites, et le tableau de variations.

2_ 2_
-Pourx>0,f’(x)=2x_§=2x 8=2(x 4)
X X X

x étant strictement positif, le signe de f'(x) ne dépend que de (x? — 4).
x> —4>0© x? >4 < x > 2 car, anouveau, x est strictement positif.
Ainsi, f'(x) est négatif sur ]0; 2] puis positif sur [2; +oo].
Ainsi, f est décroissante sur |0; 2] puis croissante sur [2; +oo[.

x |0 2 +0o0

f'(z) — (¢ +

SN
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e On calcule f(2) =2*—8In2 =4 — 8In 2.

e limx*=0; limlnx = —o donc lim —8Ilnx = +x.
x—0 x—0 x—0
Par somme, lin(} f(x) = +.
X—
e lim x*=+4o: lim Inx = 4o donc lim —8lnx = —.
xX—+00 X—+00 X—+0

Par somme, c’est une forme indéterminée. Mais :

f(x) =x*—8Ilnx = x? (1—

81nx)

X2
8ln x

: , . Inx .
Or par croissances comparées, lim — = 0donc lim (1 ——
x—>+00 X X—+oo X

De plus, lim x* = +oo,

X—+ 00

Donc par produit, lim f(x) = lim x? (1 — 811;") = 400
X—+00 X

X—+o00

f'(x) — () +

4 —-8In2

Exemple 3
a.*En0, lim x> —2x—2=—-2et lim —3Inx = +oo.
x—-0t x—-0t

Donc le numérateur tend vers +oo. De plus, lim+ x=0"%.
x—0

Par quotient, lim f(x) = +oo.
x-0%

e En 400, il s’agit d'une forme indéterminée. Mais :
x2—2x—2—31nx_ 2 3lnx

F@) = , —x-2-2-

X X

31n

1

Or lim x =4c; lim —2=-2; lim z=0 etenfin lim Tx=0par

X—+00 X—+00 x—+o0o X X—+00

croissances comparées. Donc par somme, lifP f(x) = +oo.
X— 100
b. On pose u(x) = x* — 2x — 2 — 3Inx et v(x) = x.

Onaalorsu’'(x) = 2x — 2 —%et v'(x) = 1.

(Zx—Z—%)><x—(x2—2x—3—31nx)><1

fl(x) = 22

, 2x> —2x—3—x*+2x+3+3lnx

fl(x) = 22
x>—-1+3Inx

f'(x) =

2
X
En posant 8(x) = x* — 1 + 31nx, on obtient bien le résultat voulu.
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2 2
c. Pourx > 0,0'(x) = 2x+%= xx;I-B

Cette dérivée est positive pour tout x > 0, donc 0 est croissante sur |0; +oo][
d.6(1)=1°-1+3In1=0.

0 est croissante et s'annule en 1.

Ainsi 6 (x) est négatif sur |0; 1] puis positif sur [1; +oo].

e. Le signe de f'(x) ne dépend que de celui de 6 (x).

On en déduit que f est décroissante sur ]0; 1] puis croissante sur [1; +oo].

Exemple 4
a. Le point M a pour coordonnées (x; f(x)). Ainsi, le rectangle OPMQ a pour
dimensions x et f(x). Par conséquent :

A’(x)=xxf(x)=x(2_ln(§))zzx_xln(;)

lim 2x = 0 et par croissances comparées, lim x In (5) = lim 2 x ZIn (5) =0
x—0 x—0 2 x—0 2 2
Donc par différence, lin(} A(x) = 0.

X—
Ce n’était pas évident graphiquement, puisqu’on parle ici de l'aire d’un rectangle
dont la longueur tend vers +oo !
b. Un maximum ? Des qu'il est question de trouver I'extremum d’une fonction, on

sait qu’il va falloir la dériver. On fait attention a la composée In (g)

Pour x > 0,on pose u(x) = xetv(x) = In (g).On aalorsu’(x) =1et

1
701 2 1
U(X)=Y=§X;=;

Tiens, c’est la méme dérivée que In. Ce n’est pas étonnant : pour tout k € R™,
In(kx) = In(x) + In(k), et In(k) est une constante.

Ainsi, toute fonction de la forme In(kx) a pour dérivée i Dans cet exercice, on est
dans le cas k = %
Ainsi, pour x > 0:
X 1 X X

Iil(x) = 2—(1><1n(§)+x><;) =2—ln(§)—1 - 1—1n(5)
Etudions le signe de A'(x).
1—ln(§)>O(:>121n(f)(:>812§=>xs26

2/~ 2 2

Ainsi, A est croissante sur |0; 2e] puis décroissante sur [2e; + .
Son maximum est donc atteint pour x = 2e.
Les coordonnées du point M sont alors (Ze; f(Ze)),

or f(2e) =2—1n(22—e)=2—1n(e) =2-1=1
Ainsi, M(2e; 1). L’aire du rectangle est alors 2e X 1 = 5,44.
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4. Autres applications

Puissances quelconques Soient a un réel strictement positif, et n € Z . On peut alors calculer I'expression :

enxlna — (elna)n = am

Or dans I'expression initiale e™*1"¢ |e nombre n aurait trés bien pu é&tre un réel. Ceci permet d’étendre
I'opération « puissance » en prenant un exposant réel plutot qu’un entier.
Ainsi, on définit pourtouta > 0eth ER:

ab — ebxln a

On peut mettre un réel strictement positif a n'importe quelle puissance, pas seulement des nombres entiers.

Par exemple, 103! ~ 1 259. En particulier pour tout @ > 0, a%> = ¢05XIna — enVa = \/q

1
. . . - . . ~ . A 3
Ainsi, prendre la racine carrée d’un nombre revient a le mettre a la puissance E (de méme pour i/ avec 5, etc.)

Cela fournit aussi une explication a la convention 0° = 1. En effet, lim x* = lim e¥Inx — 1,
x—=0

x—0

In
Logarithme de base a Soit a > 0. La fonction x — na

La fonction log, a exactement les mémes propriétés algébriques que In (transformation des produits en sommes,
etc.) En prenant a = e, comme In e = 1, on retrouve que la fonction [n est le logarithme de base e.

s’appelle la fonction logarithme de base a, notée log,,.

Inx
|—>
In10
C’est le logarithme de base 10, le plus utilisé : on I'appelle logarithme décimal et on le note log tout court.
Son utilité principale est d’étre |a réciproque de la puissance de 10. En effet, pourx > 0:
In 10* _ xIn10 _
In10  In10

Logarithme décimal Si maintenant, on prend a = 10, on définit la fonction log,, : x

log(10%) =

(notez que cela fonctionne pour tout logarithme de base a > 0 : log, est la réciproque de la puissance de a)

Ainsi, la fonction log a les mémes propriétés algébriques que In, mais on a par exemple log(lO 000) =4
Elle est utilisée en chimie pour le pH, en physique pour les décibels dB, en économie pour les échelles
logarithmiques. En particulier, si le log d’un nombre augmente de 2, cela signifie qu’il a été multiplié par 100.
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