
Chapitre 10 - Dénombrement 

1. Ensembles et opérations 

1a. Définitions 
Définition : Un ensemble est une collection d’éléments distincts. 

 

• On note 𝑎 ∈ 𝐸 et 𝑓 ∉ 𝐸. 
• L’ensemble vide est noté ∅. 
• L’ensemble solution de l’équation 𝑥² − 49 = 0 est {−7; 7}. 
L’ensemble solution de l’inéquation −2𝑥 + 7 ≥ 0 est ] − ∞; 3,5] 

L’ensemble de définition de 𝑓: 𝑥 ⟼ √3𝑥 − 12 est [4; +∞[ 
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1b. Parties et opérations 
Définition : Soient 𝐸 et 𝐹 deux ensembles. 
Si chaque élément d’un ensemble 𝐹 appartient à 𝐸, on dit que 𝐹 est 
inclus dans 𝐸, ou que 𝐹 est une partie/un sous-ensemble de 𝐸.  
On note 𝐹 ⊂ 𝐸. 

 

𝒫(𝐹) = {∅; {𝑒}; {𝑖}; {𝑒; 𝑖}} 
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1c. Cardinal 
Définition : Le cardinal est le nombre d’éléments d’un ensemble 𝐸. 
On le note parfois 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) ou #𝐸. 

Propriété : Pour deux ensembles 𝐸 et 𝐹 : 
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸 ∪ 𝐹) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) + 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐹) − 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸 ∩ 𝐹) 

 

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸 ∪ 𝐺) = 7 + 5 − 3 = 9 et 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐺 ∪ 𝐹) = 5 + 2 − 0 = 7. 
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2. Couples et p-uplets 
Remarque : dans toute la suite du chapitre, E est un ensemble à n 
éléments, et p est un entier naturel non nul. 

2a. Définition 
Définition : Un p-uplet de 𝐸 est une collection ordonnée de 𝑝 éléments 
(avec éventuellement des répétitions). 

 

Définition : Soient E et F deux ensembles.  
L’ensemble noté 𝐸 × 𝐹 est l’ensemble des couples (𝑥; 𝑦), 
avec 𝑥 ∈ 𝐸 et 𝑦 ∈ 𝐹. 

 
 
𝐸 × 𝐹 = {(𝑎; 𝑑); (𝑎; 𝑒); (𝑏; 𝑑); (𝑏; 𝑒); (𝑐; 𝑑); (𝑐; 𝑒)} 
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2b. Dénombrement des p-uplets 
Propriété : Le nombre de p-uplets (collections ordonnées avec 
répétitions) de E est 𝑛𝑝. 

Démonstration : pour créer un p-uplet, on a :  
- 𝑛 choix pour le 1er élément 
- 𝑛 choix pour le 2ème  élément 
- … et ainsi de suite, 𝑝 fois. 
On peut donc en créer 𝑛 × 𝑛 × … × 𝑛 = 𝑛𝑝 différents. 

 

Exemple 1 
Pour chacun des 7 lancers, on a deux résultats possibles. Le nombre de résultats 
possibles est donc 27 = 128. 
Un résultat possible serait par exemple « pile, face, face, pile, face, face, face ». C’est 
un 7-uplet. 

Exemple 2 
a. On a par exemple LRIE ou bien VRIL ou même LLVR. Ces mots sont des 4-uplets 
de lettres.  
b. Pour chacune des 4 lettres, on a 5 choix possibles.  
On peut composer 54 = 625 mots. 

Exemple 3 
On peut composer 4 × 3 × 2 × 2 = 48 menus. Encore davantage si on peut choisir 
de ne pas prendre de fromage/yaourt, par exemple. 
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2c. Permutations 
Définition : Une permutation de 𝐸 est un 𝑛-uplet d’éléments distincts de 
𝐸. 

Exemple : Si 𝐸 = {𝑎; 𝑏; 𝑐}, les permutations de 𝐸 sont : 
 

{(𝑎; 𝑏; 𝑐); (𝑎; 𝑐; 𝑏); (𝑏; 𝑎; 𝑐); (𝑏; 𝑐; 𝑎); (𝑐; 𝑎; 𝑏); (𝑐; 𝑏; 𝑎)} 

 
Propriété : Le nombre de permutations de 𝐸 est 𝑛! = 1 × 2 × … × 𝑛. 
C’est le nombre de manières dont on peut « mélanger » les éléments de 
𝐸. 

Remarque : on pose 0! = 1.  

Démonstration : pour créer une permutation d’un ensemble à 𝑛 éléments, on a :  
- 𝑛 choix pour le 1er élément 
- (𝑛 − 1) choix pour le 2ème  élément (car on ne peut plus prendre le 1er élément) 
- (𝑛 − 2) choix pour le 3ème  élément  
- … et ainsi de suite, 𝑛 fois. 
On peut donc en créer 1 × 2 × … × (𝑛 − 1) × 𝑛 = 𝑛! différentes. 
 
 

 

 

 

 
 

Exemple 1 Le 1er invité a 4 choix, puis le 2ème a 3 choix, etc. 
Le nombre de choix possibles est donc 4×3×2×1=4!=24. 

Exemple 2  
a. Le nombre de classements possibles est 8!=40 320. 
b. Le 1er doit être choisi par les 8 coureurs, puis le 2ème parmi les 7 restants et 
le 3ème parmi les 6 restants. Il existe 8×7×6=336 podiums. 

Exemple 3  
1. Le nombre de possibilités est 7!=5040. 
2. Si on ne prend que 4 lettres distinctes : 7×6×5×4=840. 
3. Si on ne prend que 4 lettres éventuellement identiques : 74=2 401.  
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3. Arrangements et combinaisons 

3a. Arrangements 
Définition : Un arrangement de 𝐸 est une collection ordonnée sans 
répétitions de 𝑝 éléments. C’est un p-uplet dont tous les éléments sont 
distincts. 

Propriété : Le nombre d’arrangements à p éléments est : 
𝑛!

(𝑛−𝑝)!
 

Démonstration : Pour créer un arrangement à 𝑝 éléments, on a : 
- 𝑛 choix pour le 1er élément, 
- (𝑛 − 1) choix pour le 2ème  élément 
- (𝑛 − 2) choix pour le 3ème  élément 
- … jusqu’à arriver à (𝑛 − 𝑝 + 1) choix pour le 𝑝-ième élément. 
On a donc 𝑛 × (𝑛 − 1) × (𝑛 − 2) × … × (𝑛 − 𝑝 + 1) choix, ce qui s’écrit plus 

simplement 
𝑛!

(𝑛−𝑝)!
 . 

 
Exemple 1   
1. Cela correspond à un arrangement : l’ordre des couleurs choisies est important 
(choisir rouge pour le M puis vert pour le A, est différent de choisir vert pour le M 
puis rouge pour le A) et on ne veut pas que les couleurs se répètent. 

Le nombre de coloriages sans répétitions est 
8!

3!
= 8 × 7 × 6 × 5 × 4 = 6 720 
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2. Ici, c’est un 5-uplet : l’ordre des 5 couleurs choisies est toujours important, mais 
on peut avoir des répétitions. 
Le nombre de coloriages avec répétition éventuelles est 85 = 32 768. 
3. Dans cette dernière question, il faut raisonner pas à pas. 
- on a 8 choix pour la 1ère couleur,  
- puis 7 choix pour la 2ème (il ne faut pas prendre une couleur identique à la 1ère),  
- puis 7 choix pour la 3ème (il faut une couleur différente de la 2ème, mais elle peut 
être identique à la 1ère)  
- et ainsi de suite. 
Le nombre de coloriages dans ce dernier cas est 8 × 7 × 7 × 7 × 7 = 19 208. 

Exemple 2 
1. Ordre important et répétitions autorisées, c’est un 3-uplet ! Un triplet, quoi. 
Le nombre de tirages est 93 = 729. 
2. Ordre important mais pas de répétitions, c’est un arrangement. 

Le nombre de tirages sans répétition est 
9!

(9−3)!
=

9!

6!
= 9 × 7 × 8 = 504. 

3. On connait le nombre de tirages en général, et le nombre de tirages sans 
répétition. Avec une soustraction, on obtiendra le nombre de tirages contenant au 
moins une répétition. 
Le nombre de tirages contenant au moins une répétition est 729 − 504 = 225. 

Exemple 3 
1. Ordre important et répétitions autorisées, c’est un 6-uplet (un sextuplet) de 13 
caractères possibles. 
Le nombre de codes est 136 = 4 826 809. 
2. Le nombre de codes sans répétition est : 

13!

(13 − 6)!
=

13!

7!
= 13 × 12 × 11 × 10 × 9 × 8 = 1 235 520. 

3. C’est comme la question 1, mais on ne dispose plus que de 12 caractères. 
Le nombre de codes ne contenant pas de A est 126 = 2 985 984. 
4. On connaît le nombre de codes, et le nombre de codes qui ne contiennent pas de 
A. Par soustraction, on trouve le nombre de codes contenant au moins un A. 
Le nombre de codes contenant au moins un A est 136 − 126 = 1 804 825. 
5. Plus difficile. Pour créer un code contenant exactement un A, on peut : 
- choisir l’emplacement du A dans le code (on peut le placer à 6 endroits différents) 
- choisir les 5 autres lettres, sachant qu’on peut tout mettre, avec des répétitions 
éventuelles, sauf des A. On a donc droit aux 12 autres caractères. 
Le nombre de codes contenant exactement un A est 6 × 125 = 1 244 160. 
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3b. Combinaisons 
Définition : Une partie de E est une collection non ordonnée, sans 
répétitions de 𝑝 éléments. 

Propriété : Le nombre de parties à p éléments, aussi appelé 
combinaisons, est : 

(
𝑛

𝑝
) =

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)! × 𝑝!
 

On lit ce nombre « p parmi n ». 

Démonstration : Pour créer une combinaison, on peut s’intéresser au nombre 

d’arrangements à 𝑝 éléments, qui est 
𝑛!

(𝑛−𝑝)!
 . 

Or les combinaisons ne sont pas ordonnées, et il existe 𝑝! façons de réordonner 
les arrangements à 𝑝 éléments.  

On divise donc le nombre d’arrangements par 𝑝!, ce qui donne bien 
𝑛!

(𝑛−𝑝)!×𝑝!
 . 

 
Exemple 1 Cela correspond à une combinaison : sans répétition, et non ordonnée 
(le choix Maths-SES-HGGSP est identique au choix HGGSP-Maths-SES). 
Le nombre de combinaisons possibles est  

(
7

3
) =

7!

4! × 3!
=

7 × 6 × 5

3 × 2 × 1
= 35 

Exemple 2  Le choix des 5 nombres parmi 49 est sans répétition et non ordonné. 
Le nombre de grilles est : 

(
49

5
) × 10 =

49!

44! × 5!
× 10 = 19 068 840 

Exemple 3  a. Le nombre d’équipes est alors (23
11

) =
23!

11!×12!
= 1 352 078. 

b. On choisit 1 gardien parmi 3, puis 4 défenseurs parmi 8, etc. 

Le nombre d’équipes est : (3
1
) × (8

4
) × (5

3
) × (7

3
) = 3 × 70 × 10 × 35 = 73 500 
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4. Coefficients binomiaux 

4a. Propriétés 

Définitions : Les nombres (𝑛
𝑝

) sont appelés les coefficients binomiaux. 

Propriétés : (𝑛
0

) = (𝑛
𝑛

) = 1, et (𝑛
𝑝

) = ( 𝑛
𝑛−𝑝

). 

4b. Relation et triangle de Pascal 
Propriété : 

(
𝑛

𝑝
) = (

𝑛 − 1

𝑝 − 1
) + (

𝑛 − 1

𝑝
) 

Démonstration : Soit 𝑥 un élément de 𝐸.  

Comptons les parties de 𝐸 à 𝑝 éléments, c’est-à-dire (𝑛
𝑝

). 

- les parties qui contiennent 𝑥 contiennent alors (𝑝 − 1) autres éléments parmi 

les (𝑛 − 1) éléments restants. Il y en a (𝑛−1
𝑝−1

). 

- les parties qui ne contiennent pas 𝑥 contiennent alors (𝑝 − 1) autres éléments 

parmi les 𝑛 éléments restants. Il y en a (𝑛−1
𝑝

). 

Ainsi, (𝑛
𝑝

) = (𝑛−1
𝑝−1

) + (𝑛−1
𝑝

) 
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On ne peut compléter que la partie inférieure du tableau : dans (𝑛
𝑝

), 𝑝 doit être 

inférieur ou égal à 𝑛.  

 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 1        

1 1 1       

2 1 2 1      

3 1 3 3 1     

4 1 4 6 4 1    

5 1 5 10 10 5 1   

6 1 6 15 20 15 6 1  

7 1 7 21 35 35 21 7 1 

𝑛 
𝑝 
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4c. Binôme de Newton 
L’intégralité de cette partie n’est pas au programme du Bac. 

Propriété : Les coefficients binomiaux permettent de créer des identités 
remarquables : pour tous 𝑎 et 𝑏 réels et tout 𝑛 ∈ ℕ : 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−𝑝 

Par exemple, (𝑎 + 𝑏)3 = 

(𝑎 + 𝑏)3 = (
3

0
) 𝑎0𝑏3 + (

3

1
) 𝑎1𝑏2 + (

3

2
) 𝑎2𝑏1 + (

3

3
) 𝑎3𝑏0 = 𝑎3 + 3𝑎²𝑏 + 3𝑎𝑏² + 𝑏3 

 
Démonstration : Soient 𝑎 et 𝑏 réels. Par récurrence sur 𝑛 ∈ ℕ : 
Initialisation : Pour 𝑛 = 0, on a (𝑎 + 𝑏)0 = 1 

et ∑ (0
𝑝

)0
𝑝=0 𝑎𝑝𝑏0−𝑝 est une somme à un terme, valant (0

0
)𝑎0𝑏0 = 1 × 1 × 1 = 1. 

Hérédité : soit 𝑛 ∈ ℕ, supposons que (𝑎 + 𝑏)𝑛 = ∑ (𝑛
𝑝

)𝑛
𝑝=0 𝑎𝑝𝑏𝑛−𝑝. Calculons : 

(𝑎 + 𝑏)𝑛+1 
= (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏)𝑛 

= (𝑎 + 𝑏) (∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−𝑝) 

On développe le (a + b) dans la grosse somme. 

= ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−𝑝 × 𝑎 + ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−𝑝 × 𝑏 

= ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝+1𝑏𝑛−𝑝 + ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) 

Dans la somme de gauche, on peut faire un changement d’indice : au lieu de 
considérer que c’est une somme pour p allant de 0 à n, on peut considérer que c’est 
une somme pour p − 1 allant de 0 à n, c’est-à-dire pour p allant de 1 à (n + 1). On 
remplace alors tous les p par des (p − 1). 

= ∑ (
𝑛

𝑝 − 1
)

𝑛+1

𝑝=1

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) + ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) 

On sort le terme d’indice p = n + 1 de la somme de gauche, qui est égal à an+1 et le 
terme d’indice p = 0 de la somme de droite, qui est égal à bn+1. 
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= 𝑎𝑛+1 + ∑ (
𝑛

𝑝 − 1
)

𝑛

𝑝=1

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) + ∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=1

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) + 𝑏𝑛+1 

On peut alors regrouper nos deux sommes, qui ont le même nombre de termes, et 
factoriser par apbn−(p−1). 

= 𝑎𝑛+1 + ∑ ((
𝑛

𝑝 − 1
) + (

𝑛

𝑝
))

𝑛

𝑝=1

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) + 𝑏𝑛+1 

On applique la relation de Pascal ! 

= 𝑎𝑛+1 + ∑ (
𝑛 + 1

𝑝
)

𝑛

𝑝=1

𝑎𝑝𝑏𝑛−(𝑝−1) + 𝑏𝑛+1 

Les coefficients binomiaux (n+1
0

) et (n+1
n+1

) étant égaux à 1 de toute façon, on peut 

réintégrer les termes an+1 et bn+1. 

= ∑ (
𝑛 + 1

𝑝
)

𝑛+1

𝑝=0

𝑎𝑝𝑏𝑛+1−𝑝 

La propriété est donc vérifiée au rang 𝑛 + 1. 
 

Propriété :  

∑ (
𝑛

𝑝
)

𝑛

𝑝=0

= 2𝑛 

Ainsi, l’ensemble 𝒫(𝐸) des parties de 𝐸 contient 2𝑛 éléments. 

 

Démonstration : Tout d’abord, 2𝑛 = (1 + 1)𝑛 = ∑ (𝑛
𝑝

)𝑛
𝑝=0 1𝑝1𝑛−𝑝 = ∑ (𝑛

𝑝
)𝑛

𝑝=0 . 

Ensuite, une partie de 𝐸 peut être une partie : 
- composée de 0 éléments : l’ensemble vide 

- composée de 1 élément : il y en a (𝑛
1

), soit n 

- composée de 2 éléments : il y en a (𝑛
2

) 

- et ainsi de suite jusqu’à 𝑛.  

Ainsi, le nombre 𝒫(𝐸) des parties de E est ∑ (𝑛
𝑝

)𝑛
𝑝=0 , c’est-à-dire 2𝑛. 
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5. Synthèse 

 
• le nombre de 𝑝 – uplets est 𝒏𝒑  
• le nombre de permutations des 𝑛 éléments de 𝐸 est 𝒏! 

• le nombre d’arrangements à 𝑝 éléments est  
𝒏!

(𝒏−𝒑)!
 

• le nombre de parties à 𝑝 éléments est (𝒏
𝒑

) =
𝒏!

(𝒏−𝒑)!×𝒑!
 

Exemple 1 Un tirage est, d’après l’énoncé, non-ordonné et sans répétition.  
C’est une partie à 3 éléments. 

Le nombre de tirages est (50
3

) =
50!

47!×3!
=

50×49×48

3×2×1
= 19 600. 

Exemple 2 La liste est ordonnée et on peut bien évidemment obtenir plusieurs fois 
le même résultat. C’est un 10-uplet. Un décuplet de piles ou faces. 
Le nombre de listes ordonnées est 210 = 1 024. 

Exemple 3 Bien plus difficile. Au plus deux fois « pile », ça veut dire : 
- aucun pile, ce qui correspond à une seule liste 
- une seule fois pile, c’est-à-dire qu’il faut, dans la liste, choisir lequel des n lancers 
sera un pile. On a donc n choix. 
- deux fois pile : il faut, toujours dans la liste, choisir 2 lancers parmi les n qui seront 
des piles. Ce choix est non ordonné (choisir le 5ème et le 7ème lancer est pareil que 

choisir le 7ème et le 5ème) : on a (n
2

) possibilités. 

Le nombre de listes comportant au plus 2 piles est : 

1 + 𝑛 + (
𝑛

2
) = 1 + 𝑛 +

𝑛!

(𝑛 − 2)! × 2!
= 1 + 𝑛 +

𝑛(𝑛 − 1)

2
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