
Chapitre 9 – Calcul intégral 

1. Intégrale d’une fonction positive 

1a. Calculs d’aire 
Dans cette partie,   est une fonction continue sur un segment      , 
à valeurs toujours positives. 

Définition : L’intégrale de   de a à  , notée ∫  ( )  
 

 
  ou  ∫  ( )  

 

 
  

ou encore ∫  
 

 
 ; représente l'aire entre la courbe de   et l’axe des 

abscisses. 

 

• ∫  ( )
 

 
             .  Il s’agit de compter les carreaux. 

•   ∫     
 

  
.  C’est l’intégrale de la fonction carré, de –1 à 2. 

• Ici, la graduation étant de 0,5, l’unité d’aire (u.a.) correspond à 4 carreaux. 
On compte approximativement 18 carreaux, et on divise par 4. 

∫ √  
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•∫  ( )
 

 
         .  C’est l’aire d’un rectangle.

•∫  ( )
 

 
        . C’est l’aire d’un rectangle et d’un triangle rectangle 
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 isocèle.

•∫  ( )
 

  
    . On compte 4 carreaux pleins, et ensuite on complète par 

 assemblage pour trouver 2 carreaux de plus.

•∫  ( )
 

  
         . Cette fonction bizarre est dite « constante par 

 morceaux ». On ajoute l’aire d’un carré et d’un rectangle.

•∫  ( )
 

 
         .  Un triangle rectangle et un triangle rectangle isocèle.

•∫  ( )
 

  
              . 

•∫     
 

  
  . Plus difficile : on voit que c’est un triangle rectangle dont un côté 

 mesure 3 unités, mais on doit calculer la longueur de l’autre côté.

        , donc ∫     
 

  
   

    

 
   . 

•∫           
 

 
 À nouveau, c’est difficile :           ,  

et             . On ajoute donc l’aire d’un rectangle de longueur 3 et de 
 hauteur 3,5, et l’aire d’un triangle rectangle de côtés 3 et 1,5.

∫           
 

 
       

     

 
                . 

•∫      
 

 
     peut-être ? On ne sait pas encore calculer cette aire. 
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1b. Approximations 
On peut encadrer l’intégrale de   en partageant l’intervalle       en 
segments. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

•    ∫ √       
 

 
    en comptant les carrés verts en-dessous, et en y 

ajoutant les carrés rouges. 

•   ∫
 

 
     

 

 
    en appliquant la même méthode : il y 9 « carrés pleins » en-

dessous de la courbe, et on y ajoute 6 « carrés entamés ». 

•    ∫            
 

 
     

 

  

charly-piva.fr



 

 

 

 

 

 

 

 
• On utilise 5 points régulièrement espacés (de 1 en 1) sur l’intervalle [1 ; 5]. 

∫      
 

 
 

   

 
 (              )  

 

 
      . 

• On utilise 7 points régulièrement espacés (de 1 en 1) sur l’intervalle [0 ; 6], en 

lisant l’image de ces nombres sur l’axe des abscisses. 

∫
 (   )

 
   

 

 

 
   

 
 (             )  
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2. Relation avec les primitives 

2a. Théorème fondamental 
  est toujours continue et positive sur      .  

Propriété : La fonction       ∫  ( )  
 

 
 définie sur       

est la primitive de   qui s’annule en  . 

 

a. Par définition,   (    )  ∫  ( )  
    

 
 est l’aire sous la courbe entre le 

point d’abscisse   et le point d’abscisse     .  

  (  )  ∫  ( )  
  

 
 est l’aire sous la courbe entre le point d’abscisse   et le 

point d’abscisse   . 
Ainsi, la différence   (    )    (  ) est donc l’aire sous la courbe entre 
le point d’abscisse    et le point d’abscisse      : cela correspond à l’aire 
indiquée en rouge. 

b. Le rectangle      a pour longueur   et largeur  (  ), donc son aire est 
  (  ). 
Le rectangle      a pour longueur   et largeur  (    ), donc son aire est 
  (    ). 
L’aire rouge étant comprise entre ces deux aires de rectangles, on a bien 

  (  )    (    )    (  )    (    ) 
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c. En divisant cette inégalité par   qui est positif, on a : 

 (  )  
  (    )    (  )

 
  (    ) 

Or   étant continue,     
    

 (  )      
    

 (    )   (  ). 

Ainsi,     
    

  (    )   (  )

 
  (  ). 

d. Si cela fonctionne aussi pour   négatif, alors     
    

  (    )   (  )

 
  (  ). 

On en déduit que les limites à gauche et à droite de 
  (    )   (  )

 
 sont 

égales. 

Or cette limite     
   

  (    )   (  )

 
 correspond au nombre dérivé    (  ) ! 

On en déduit que   
 (  )   (  ).  

Autrement dit, la fonction    est bien une primitive de  . 
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2b. Calculs avec une primitive 
Propriété :  Soit   n’importe quelle primitive de  . Alors : 

∫  ( )    ( )   ( )
 

 

 

Remarque : L’expression  ( )   ( ) peut se noter   ( )  
 . 

  

 

Exemple 1 Il s’agit de l’intégrale de   de    à  , c’est-à-dire ∫   
 

  
  . 

La fonction  ( )  
  

 
 est une primitive de  . Ainsi : 

∫  

 

  

 
  

 
 

(  ) 

 
   

 

 
 

  

 
 

Exemple 2 Il s’agit de l’intégrale de   de   à  , c’est-à-dire ∫        
 

 
. 

La fonction  ( )        est une primitive de  . Ainsi : 

∫        
 

 
 (      )  (      )         . 

 
Exemple 3 Ici, j’utilise la notation  F( ) a

b pour aller plus vite : cela permet de ne 
pas nommer les fonctions f et F    à chaque calcul.

  ∫
 

  
  

 

 

 [ 
 

 
]
 

 

 ( 
 

 
)  ( 

 

 
)   
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  ∫  
 

√ 
  

 

 

 [
  

 
  √ ]

 

 

 (
  

 
  √ )  (

  

 
  √ )

 (      )  (   )               

  ∫       

 

 

 [
     

 
]
 

 

 (
  

 
 

  

 
)  

  

 
 

 

 
 

Pour l’intégrale D, nous allons utiliser une primitive d’une forme u u  .

  ∫
   

 
  

  

 

 ∫
 

 
      

  

 

 [
(   ) 

 
]
 

  

 
(    ) 

 
 

(   ) 

 
 

(    ) 

 
 

Notez que (    )  ne peut pas s’écrire plus simplement, il n’y a pas de formule pour 
 ça.
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3. Calcul dans le cas général 

3a. Calculs d’aire 
Maintenant,   est continue, mais n’est plus forcément positive sur      . 

Définition : si        , que   est positive sur       et négative sur 
     , alors on définit l’intégrale de   sur       ainsi : 

∫   ∫    ∫ (  )
 

 

 

 

 

 

 

 
Remarque : la partie de la courbe sous l’axe des abscisses, où   est 
négative, « contribue négativement » à l’intégrale. 

 

• ∫  ( )
 

  
           . Tout ce qui est en-dessous de l’axe des abscisses est 

 « compté en négatif ».

• ∫  ( )
 

  
             . On ajoute l’aire du triangle de gauche, et on 

 soustrait  l’aire du triangle sous l’axe des abscisses.

• ∫  ( )
 

  
                . 
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3b. Calculs avec une primitive 
Propriété (admise) : Soit   n’importe quelle primitive de  .  
Alors, de même que pour les fonctions positives : 

∫  ( )    ( )   ( )
 

 

 

 

Exemple 1  

  ∫        
 

  

 [
   

 
 

  

 
]
  

 

 (
    

 
 

  

 
)  (

  (  ) 

 
 

(  ) 

 
) 

 (   )  (        )              

Exemple 2 

   ∫
 

√ 
  

 

 

 [   √ ]
 

 
   √    √           

   ∫        
 

  
  

 

 

 [      
 

 
]
 

 

 (      
 

 
)  (      

 

 
) 

 (        )  (     )                      

Pour I , on essaie de retrouver la forme 
u′

u
 .

   ∫
   

     
  

 

  

 ∫   
  

     
  

 

  

     (     )   
  

=   (      )     (  (  )   )     ( )     ( )        ( ) 

 

  

charly-piva.fr



4. Propriétés de l’intégrale 

4a. Opérations 
Propriété : Soient   et   fonctions continues, un réel  , et        . 
Alors : 

(         )         ∫ (   )
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

        ∫   
 

 

  ∫  
 

 

 

(                   )          ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 ∫  
 

 

 

 

   ∫         
 

 

 ∫    
 

 

 ∫       
 

 

 

Or ∫     
 

 
        : c’est l’aire d’un rectangle. 

De plus, ∫       
 

 
         

        (     )              

Ainsi      (    )        

   ∫
 

 
(    )  

 

  

 
 

 
∫       

 

  

 

Or ∫       
 

  
 [  

  

 
]
  

 

 (  
  

 
)  (   

(  ) 

 
)  

 

 
 ( 

 

 
)  

 

 
 

Ainsi   
 

 
∫       

 

  
 

 

 
 

 

 
  . 
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4b. Intégration par parties 
Propriété : Soient   et   deux fonctions dérivables dont la dérivée est 
continue. Alors : 

∫    
 

 

      
  ∫    

 

 

 

 

Exemple 1  • On pose   ( )      et  ( )     . On a alors  ( )     et   ( )  
 

 
. 

  ∫         
 

 

 

        ( )  
  ∫    

 

 

 

 

    

 (     ( ))  (     ( ))  ∫   
 

 

    

    [
  

 
]
 

 

  

    (
  

 
 

 

 
) 
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• On pose   ( )     ( ) et  ( )   . On a alors  ( )     ( ) et   ( )   . 

  ∫     ( )   
 

 

 

     ( )     
  ∫    ( )     

 

 

 

      ( )  
  ∫    ( )   

 

 

 

 (    ( )      ( ))       ( )  
  , or    (π)   est égal à 0

     ( )  
  

    ( )     ( ) 
      
    

Exemple 2 On pose   ( )      et  ( )   . On a  ( )       et   ( )   . 
On réalise une intégration par parties : 

∫     
 

 

    

          
  ∫       

 

 

    

         
  ∫    

 

 

    

             
  

            (    )  
            
         

  
 

 
   

 
   

 
 

Exemple 3 L’énoncé nous fournit l’idée de décomposer     x2   en    x2     , 

car le facteur    x2   est alors de la forme u  u : on peut en trouver une primitive. 

On pose   ( )      2   et  ( )    . On a  ( )    2   et   ( )    . 
 

  ∫      2    
 

  

 

 ∫     2       
 

  

 

 [  2     ]
  

 
 ∫   2        
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La fonction dans cette nouvelle intégrale est encore de la forme u  u  .

 (  2       (  )2   (  ) )   [  2  ]
  

 
 

 (     )   (  2    (  )2  ) 

    (     ) 
   

Exemple 4 

Au vu de la fonction à intégrer, on essaie de faire apparaitre la forme 
u′

u2  .

Pour   réel : 
  

(    ) 
 

 

 
   

  

(    ) 
 

Ainsi, en posant   ( )  
  

(   2)2
 et  ( )  

 

 
   , on a  ( )   

 

   2 et  ( )   . 

  ∫      2     
 

 

 

 ∫
 

 
   

  

(    ) 
   

 

 

 

 [ 
 

    
 

 

 
  ]

 

 

 ∫  
 

    
     

 

 

 

 [ 
  

 (    )
]
 

 

 ∫
 

    
   

 

 

 

Dans la nouvelle intégrale, on essaie d’obtenir la forme 
u′

u
 .

  
  

 (    )
 

 

 
 ∫

  

    
   

 

 

 

      
 

 
   (    )  

  

      
 

 
  ( ) 

 
Exemple 5 
On utilise d’abord la linéarité de l’intégrale pour ôter tous les termes et facteurs 
possibles avant de réaliser l’intégration par parties. 

∫  ( )  
 

 

 

 ∫               
 

 

 

  ∫           
 

 

 ∫      
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Calculons   ∫           
 

 
. On pose   ( )         et  ( )   . 

Ainsi,  ( )  
      

    
            et   ( )   . On réalise l’IPP : 

  ∫           
 

 

 

               
  ∫             

 

 

 

                 ∫          
 

 

 

                        
  

            (              ) 
               

On revient au calcul initial.  

∫  ( )  
 

 

    ∫      
 

 

 

  (             )       
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4c. Comparaisons 
Propriété : Soient deux fonctions continues   et  ,  
tel que pour tout        ,  ( )   ( ). Alors : 

∫  ( )   
 

 

 ∫  ( )   
 

 

 

 

1. L’intégrale I correspond à l’aire de la surface entre la courbe    et l’axe des 

abscisses, entre les points d’abscisses   et  . 

2. ∫          
 

 
 

            
  

 (         )  (         ) 
 (   )  (   ) 
   

et ∫              
 

 
 

                 
  

 (               )  (               ) 
 (   )  (       ) 
   
On déduit de l’inégalité admise         ( )             

que ∫          
 

 
 ∫  ( )   

 

 
 ∫              

 

 
 

et ainsi      . 
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5. Applications 

5a. Valeur moyenne 
Définition : On appelle valeur moyenne de   sur       le nombre : 

  
 

   
∫  ( )  

 

 

 

 

Exemple 1 On essaie d’utiliser la forme 
u′

u
 .

  
 

    
∫

     

       

  

 

 

  
 

 
 

 

   
∫

        

       

  

 

 

  
 

   
   (       )  

   

     (  (    )    (      ))      . Cela signifie que la moyenne du taux 
d’équipement de cet appareil entre les années 2019 et 2021 est de 85%.  
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Exemple 2 

1. ( ) se réécrit              .  

Les solutions sont  ( )           
   

     
             avec    . 

Or d’après la condition initiale,  
 ( )                            . 
Ainsi,  ( )                 

2. D’après la formule, on doit calculer : 

  
 

     
∫  ( )  

   

 

 

      ∫                 
   

 

 

      (   ∫          
   

 

 ∫      
   

 

) 

      (   [
       

     
]
 

   

      ) 

     [ 
       

    
]
 

   

    

                  
       

     (                        )     
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5b. Aire entre deux courbes 
Propriété : Si   et   sont deux fonctions continues sur        
telles que pour tout        ,  ( )   ( ), alors l’aire de la surface 
délimitée par les courbes    et    entre   et   est : 

∫  ( )   ( )   
 

 

 

 

 

a. La courbe de g est au-dessus de celle de   sur l’intervalle      . 

  ∫       
 

 

 [
  

 
 

  

 
]
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

b. La courbe de g est au-dessus de celle de   sur l’intervalle       . 

  ∫        
 

  

 [
  

 
 

  

 
]
  

 

 (
 

 
 

 

 
)  (

  

 
 

 

 
)  

 

  
 

 

  
 

 

 
 

c. La courbe de f est au-dessus de celle de   sur l’intervalle      . 
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  ∫   
 

 
  

 

 

 [
  

 
   ( )]

 

 

 (
  

 
   ( ))  (

  

 
   ( ))       ( ) 

d. La courbe de f est au-dessus de celle de 𝑔 sur l’intervalle      . 

  ∫           
 

 

 [
  

 
     ]
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5c. Suites d’intégrales 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Pour        ,   ( )     . 
  

 ( )      (   )         ( ). 
Ainsi,    est une primitive de   . 

   ∫   ( )  
 

 
   ( )    ( )  (   )   (   )    . 

2. L’intégration par parties sert souvent dans les exercices sur les suites 
 d’intégrales à établir une formule de récurrence sur la suite. Oui, c’est affreux.

Soit    . Calculons     .  

     ∫         
 

 

 

Le fait de devoir retrouver 𝐼𝑛, donc 𝑥𝑛 dans l’intégrale, nous invite à dériver 
𝑥𝑛   pour obtenir du 𝑥𝑛  .
On pose   ( )     et  ( )      . On a  ( )     et   ( )  (   )  . 

              
  ∫ (   )      

 

 

 

         (   )∫       
 

 

 

   (   )   
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3.             . 

4. La fonction renvoie une liste de 5 éléments :   ,   ,       et   . 

5. a.    correspond à l’aire entre la courbe de    et l’axe des abscisses, pour   
compris entre   et  . 
b. La suite (  ) semble tendre vers  , car l’aire semble se rétrécir au fur et à 
mesure que   croît. 

6. Pour   réel, la fonction exp étant croissante, on a         , soit 
      , d’où       . 

On multiplie cette dernière inégalité par    :            
On applique ensuite l’intégrale de   à   : 

∫     
 

 

 ∫        
 

 

 ∫       
 

 

 

      ∫      
 

 

 

7. Cependant : 

∫      
 

 

 [
    

   
]
 

 

 
 

   
 

Ainsi, on a  

     
 

   
 

(  ) est donc encadrée par deux suites de même limite  . 
Sa limite est donc   par le théorème des gendarmes. 
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