Chapitre 8 - Vecteurs du plan

1. Notion de vecteur

1a. Translation

Définition : Soient A et B deux points distincts du plan.

La translation qui transforme A en B est une transformation

qui a tout point C du plan, associe le point D tel que ABDC soit un
parallélogramme.

Dans la figure ci-contre : B

a. Tracer I'image D du point C par la translation XA

qui transforme A en B.

Quel parallélogramme obtient-on ainsi ? M ' N
b. Tracer I'image E'F'G’ du triangle EFG c

par la translation qui transforme A en B.

c. Tracer 'image [M'N’] du segment [MN]

par la translation qui transforme F en E. T [ [ ] [
[ 1 1 I F G |

Ici, on peut tracer les images en
comptant les carreaux : la x
« translation qui transforme Aen B » A M N'
revient a se déplacer de 3 carreaux a
droite, et de 1 carreau en haut. D

Ce raisonnement peut étre appliqué
pour les autres translations : la

« translation qui transforme F en E »
revient a se déplacer de 1 carreau a F G
droite, et de 2 carreaux en haut.
C’est ainsi qu’on obtient [M'N'] en partant de [MN].

F G

a. On a obtenu le parallélogramme ABDC (et non pas ABCD, attention : on doit
pouvoir suivre le contour des quadrilateres quand on les nomme).
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1b. Définition
La translation qui transforme A en B est aussi appelée translation de
vecteur AB. A est appelé I'origine, B est appelé I'extrémité de AB.

Un vecteur est défini par: B
- 5 . B
e sa direction : la droite (AB) A -~
e son sens : de A vers B %
L ] — #

e sanorme : lalongueur AB -

Rappel : pour deux points Aet B :

[AB] désigne un segment, AB désigne la longueur (en centimétres par exemple) de ce segment,

(AB) désigne une droite et [AB) une demi-droite.

Le vecteur AB est donc un nouvel objet mathématique (comme les points, les droites, les segments...) qui

représente un déplacement.

Exemple 1 Dans ce quadrillage, placer : T T

— A E

a.l'image C’ du point C par la translation de vecteur AB —x { - b

b. I'image B’ du point B par la translation de vecteur AB vB

c. I'image D’ du point D par la translation de vecteur AC C

d. I'image E’ du point E par la translation de vecteur C—C’> x*

e. I'image F’ du point F par la translation de vecteur BE

Remarque : un vecteur a origine et extrémité confondues (comme ﬁ) est appelé vecteur nul. On le note 0.

Exemple 2 On considere le vecteur AB ci-contre. - B

Pour chacun des vecteurs AC ; MN et ﬁ, préciser s’ils ont la méme /

direction, le mé&éme sens ou la méme norme que le vecteur AB. / E\ S

Exemple 1 Notez que le vecteur cc’ ‘ F D
demandé en d est en fait le méme vecteur A xFﬁ e

que AB (on appellera cela plus tard un - ,{1{“_ 5 =4--1 L el
représentant du vecteur AB). é(,‘ RSN . BT“K

On voit aussi que les points F et F' sont ok ' =
confondues, car le vecteur BB ne fait pas e

« bouger » le point (il s’agit d’un vecteur nul).

Exemple 2

¢ AC ala méme direction, mais un sens et une norme différents de AB.
e MN ala méme norme, mais une direction différente de AB.
Il est donc impossible de toute facon que MN et AB aient le méme sens.

—_— —_—
* RS ala méme direction, le méme sens et la méme norme que AB. ,
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1c. Vecteurs égaux

Définition : Deux vecteurs sont dits égaux s’ils ont méme direction, sens
et norme.

Propriété : Deux vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si ABDC
est un parallélogramme (éventuellement aplati).

Dans le quadrillage ci-contre :

1. Quels sont les vecteurs égaux a AB ?
2. Que peut-on dire...

a.deﬁetdeﬁ?
b.deﬁetdem?

c.de AB et de ST ?
3. Que peut-on dire du quadrilatére ABDC ? Justifier.
Citer un autre quadrilatére ayant la méme propriété.

4. Citer deux autres vecteurs égaux.
Que peut-on alors dire du point M ?

1. Les vecteurs égaux a AB sont CD et]T(.
2 a.AB et PR ont méme direction et norme, mais pas le méme sens.
b. AB et FM ont méme norme, mais pas la méme direction.
c. AB et ST ont méme direction, mais pas la méme norme ni sens.
3. «AB = CD, donc ABDC estun parallélogramme.
e De méme, AB = JK, donc ABK]J est un parallélogramme.
4.GM = MF. Cela signifie que M est le milieu du segment [FG].
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1d. Représentants

On peut désigner un vecteur par une seule lettre, comme . Si d’autres
vecteurs sont égaux a u, on les appelle les représentants du vecteur 1.

Dans la figure ci-contre :

L

a. Tracer un représentant de u

avec les points déja placés. A
b. Tracer un représentant de v i

=]

X

avec les points déja placés.
c. Placer A’, image de A par la E
translation de vecteur 7.

d. Placer: e |e point F tel queﬁ =1u BX
¢ le point G tel que BD = EG _ )(A
e le point H tel que HB = U
c. Pour placer A, on part de A et /C |
on suit le vecteur v, c’est-a-dire P ! G
qu’on « monte de deux carreaux » i 0j =

comme le fait v.

A’ i E
d. T t»’ - - ) -
e Pour placer F, c’est la méme i Bl
consigne : on part de E et on suit JA &

le vecteur 1.

e I[dem pour placer G : on part de E et on suit le vecteur BD.
e Pour placer H, c’est différent : il faut qu’on retrouve u en allant de H a B.
On part donc de B mais on suit U dans 'autre sens.
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2. Opérations sur les vecteurs

2a. Somme

Définition : Soient deux vecteurs iU et ¥ .

Le vecteur somme 1 + U est le vecteur correspondant a ’enchainement
des translations de vecteurs u et v.

Pour tracer le vecteur 1 + ¥, on peut utiliser en

. - s — .
traits de construction un représentant de u puis un

représentant de U dont I'origine est placée sur
I'extrémité de .

Exemple 1 Dans la figure ci-contre :

a. Tracer un représentant de 1 + v d’origine A.
b. Placer B', image de B par la translation

de vecteur v + w.

—_

c. Placer le point M tel que CM = U + w

Exemple 2 Dans la figure ci-contre :

a. Placer le point M tel que CM = AD + AB.
b. Placer le point N, image de B

par la translation de vecteur AB + DA.

c. Placer le point P tel que BP = BC + BA.

Exemple 1

Les pointillés représentent les traits
de construction : par exemple, pour
tracer un représentant de U + v
d’origine A : on part de A, on trace
un représentant de u,

puis on trace un représentant de v
en partant de I'extrémité de .

Exemple 2

=l

W
U+ v
+ 4 + + + + + + B + + + +

x

A x - xC
B C
X x
A
¥
D

=
.—-—'—ld

S
=) /
1

VN
r — — M
’ ADI| L ﬁ
] — /’ ! —T ;'f.
AE-l—[)A B c ________...————'/ L7
/N~‘-"—~.__ 1/
’ ‘-.__‘__* Va
_-— | — e
A BC + BA
Pl b
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2b. Vecteur opposé

Définition : Soit un vecteur . Le vecteur opposé —u est le vecteur qui a
méme direction, méme norme, mais de sens contraire.

L’opposé d’un vecteur AB est le vecteur B4, cest-a-dire que BA = —AB

Exemple

Dans la figure ci-contre :

a. Tracer un représentant de —1 d’origine A.
b. Placer B', image de B par la translation

de vecteur i — v,
c. Placer le point C’ tel que CC’ = —W — 1. i ¥
d. Placer le point M tel que DM = —AC. ‘B
e. Placer le point N tel que DN = —BC — BA. *
Pour tracer —1, il suffit donc de 1
tracer u, mais dans l'autre sens, 17
c’est-a-dire qu’on se déplace | a // cl-1 / M —AC|p
« en bas a gauche » plutot qu’ v |3 ;' le
« en haut a droite ». / A (’3 ’,’ _HC _ BA
@ g %
e I '
] I
U—v
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2c¢. Multiplication par un réel

Définition : Soient un vecteur 1, et un réel k. Le vecteur ki a :
e si k est positif : méme sens, norme k fois plus grande,
e si k est négatif : sens contraire, norme —k fois plus grande.

esik =0, c'estle vecteur nul 0.

Exemple 1 Dans la figure ci-contre, placer :
¢ |e point M tel que BM = 34B
* |e point N tel que AN = 24C

¢ |e point P tel queaﬂ“’) = —24B [ B -
— o | x
* |e point R tel que CR =%CB A
x 4 4 {
-IepointStquueE=—%ﬁ | L

Exemple 2 Sur |a droite ci-dessous :

D A B C
a. Compléter :BC=.....AB ; AB = . BC ; AD = .. AB
b. Placer : -EtelqueEZSE -Ftelqueﬁ:%ﬁ' s
i { . ‘ x .
-Gtelqueﬁ=%ﬁ . Htelqueﬁ=—%ﬁ
Exemple 3 Dans cette figure :
a. Compléter :AE = ... AB ; DE = ... DA et BG=.. BC

b. Placer les points M et N tels quem = AB + 24F
et AN = 7‘46 +ZAB

Exemple 1
S M
f 7
",z 1
,(I’
B -~ u
X
A R
)U(_____ Xy
=1 1.
-""--...___\ C ]
PE S
| /A” H‘h“‘-st
p.-"
#
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Exemple 2
a. La norme de BC est 3 fois plus grande que celle de AB, donc BC = 34B .

Réciproquement, la norme de AB est 3 fois plus petite que celle de BC : AB = %BC.

Quant a AD et AB, leur sens est opposé, donc on recherche un nombre négatif.

La norme de AD estde 5 carreaux, celle de AB est de 2 carreaux. AD = — ;ﬁ
b. %H D |G A B F C E
a3 03 a3 Ea3 Eo3 a3 £03

Exemple 3

AF = 4B ; DF = ~D4 etBG = —2BC
a. =7 ; =3 e = —3BC.
b.

G
N
-
AT E B
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2d. Vecteurs colinéaires

Définition : Deux vecteurs u et ¥ sont dits colinéaires s’il existe un réel k
tel que u = kv. Cela signifie qu’ils ont méme direction.

Propriétés :

e deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si

AB et CD sont colinéaires.

e trois points A4, B et C sont alignés si et seulement si

AB et AC sont colinéaires.

On considére la figure ci-contre.
a. Compléterc =....... a , \ b L
et en déduirea =....... C. @~ | w
Que peut-on alorsdirede d et ¢ ? Z
b. Trouver un autre vecteur colinéaire a d - B
et 'exprimer par une égalité. d \ / I g
c. Trouver tous les autres vecteurs | L f
colinéaires de la figure et exprimer cette /
colinéarité a I'aide d’égalités.
> N . . 1. 25l o > o c s
a.c = —3aetainsia = — 3C. On en déduit que a et ¢ sont colinéaires.
b. f = 24 (et réciproquement, d = %f), donc d et f sont colinéaires.
c. ed etg sontcolinéaires. On a par exemple § = — % d (oubiend = — %g)
> - P . . > -
e b; e et hsont colinéaires. On a par exemple b = —e et h = 5 €.
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2e. Relation de Chasles et opérations
e Relation de Chasles : Soient trois points 4, B et C. Alors AB + BC = AC.

e Distributivité : pour tout k € R etvecteursu et v: k(u + v) = ku + kv

Exemple 1 Compléter a I'aide de la relation de Chasles :

B —

a.AB=_M+..B b.PR=PS+.. .. ¢l .+J..=..K

Exemple 2 Simplifier les expressions suivantes.
a. —71 + 3 X 41 b. -85 + 7 + 2(i — ¥) c. 3AB + 2BC — 5AC

Exemple 3 Tracer un triangle ABC, puis placer le point M tel que 2MA —3MB =0

Exemple 4 Dans chaque cas, démontrer que les vecteurs U et ¥ sont colinéaires.

a.u=2AB et = —10(AC + CB) b.7 = —24B + 3AC et ¥ = 4AB — 6AC.
Exemplel a.AB = AM + MB b.PR=PS+SR cIJ=JK+1IK

Exemple2 a.—7u+3Xx4u=-7u+12u=>5u
b.-80+u+2U—-v)=-8+u+2u—2v=3u—10v

c. 3AB + 2BC — 5AC On décompose 3AB en AB + 2AB

= AB + 2AB + 2BC — 5AC On factorise par 2

= AB + Z(E + B—Cz) —5AC  On applique la relation de Chasles sur AB + BC
= AB + 2AC — 5AC M
= AB + 2AC — 5AC JL

Exemple 3 /
L’égalité 2MA — 3BC = 0 se réécrit )/

3 3
2MA=3BC(:)MA=EBC<=)AM=—EBC /

On peut maintenant placer M. A.«’
Exemple 4 ™ B
a.? = —10(AC + CB) = —104B = —5 x 24B = —5u 7

b. % = 4AB — 6AC = —2(—24B + 3AC) = —2u
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3. Repere et coordonnées

3a. Coordonnées d’'un vecteur

Dans le plan, on peut définir un repere par un point O appelé origine, et
deux vecteurs T et J.

Dans un repeére orthonormé (O ; ; J), chaque vecteur u est repéré par

ses coordonnées (x ; y) telles que U = xT + yj. On note u(x; y) ouu (gc,)

Exemple 1 Dans le repére ci-contre : B

a. Lire les coordonnées des points : i \
A B C bINY @

b. Lire les coordonnées des vecteurs :

Quy

a b c

AB BA

@y
~ny
]

Exemple 2 Dans le repére ci-contre :
a. Placer les points A(6; 2) et B(2; —1).

—_—
b. Lire les coordonnées du vecteur AB.

c. Tracer un représentant du vecteur i (_15) d’origine A.

.

d. Placer le point M (—3; 2) puis tracer le vecteur OM. Ol
Quelles sont ses coordonnées ? '

Exemple 1
a.A(—3;0); B(—4;5) et C(2;0).

b.2(2):5(2)s2(2):4(2):2(%): £ () A () A (L)

Exemple 2

— (—4 M| “\A
b. 45 () ~ BEER
d. OM (_ ) : ce sont les mémes I

2 ol7 .
coordonnées que celles du point M. e X
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3b. Opérations avec les coordonnées

I/
Propriété : Soient u (;C,) et v (;/) deux vecteurs, et k € R.

e 1l + U a pour coordonnées (x+x:)
y+y

e k1l a pour coordonnées (I]g,)

<l
A
<
oy
U100
~—
]
-
=
[
cu
~—

Exemple Dans un repére (0;1;]), on considére les vecteurs

— —

Calculer les coordonnées des vecteurs i + 7 ; 37; U —vetv
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3c. Vecteurs et points
Propriéteés :
e Soient A(xy; v4) et B(xg; yg) deux points.

Le vecteur AB a pour coordonnées (xB:xA)
Yp=—Ya

xﬁ) un vecteur.

Vi

Alors I'image A’ du point A par la translation de vecteur u a pour
coordonnées A'(x4 + x5 ; V4 + ¥3)

e Soient A(x4; y4) un point et u (

Exemple 1 Dans un repére (0;1;]), on considére les points A(1;5) et B(7; 3), ainsi que le vecteur U (_26)
a. Calculer les coordonnées du vecteur AB. En déduire celles du vecteur BA.

b. Calculer les coordonnées du point C tel que AC = .

Exemple 2 Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;; J).
On considére C(—3;2), D(1; 4) et E(6; 3) trois points

et w (_31) un vecteur.

g
a. Calculer les coordonnées du vecteur CD.

, —_ =
b. Calculer les coordonnées du vecteur w — CD.
c. Calculer les coordonnées du vecteur —7w.

) —_— O|i
d. Calculer les coordonnées du vecteur —3DE.

e. Calculer les coordonnées du point M tel queﬁ/f = DC.

Exemple 1
a. AB (; B é) soit AB (_62)

Le vecteur BA étant I'opposé de AB, on en déduit BA (_26)
b.C(1+ (—6);5 + 2) etainsi C(—5; 7).

Exemple 2 |
a.CD (1 ;E_Z ) soitC_lj(;). | . E
ni-o=(1)-()=()

- _ M
c-1w-eb=-7(3)=(_1,) ; ¥ \
d.DE (3 ~ ) soit DE ( %) ol '

w
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3d. Distance, milieu, norme

Propriétés : Soient A(x,;y4) et B(xg; yg) deux points.
Xq4t+Xxp .yA+yB)
2 2
e la distance AB est égale 3 /(xg — x4)% + (V5 — V4)?

° SOit U (f,) un vecteur. Sa norme est |[u|| = +/x2% + y*.

e le milieu du segment [AB] a pour coordonnées (

Exemple Dans ce repére, placer les points
A(6;2),B(2;-3)etC(—4;—1).

Tracer un représentant du vecteur i (_13)

a. Calculer les coordonnées du milieu M

du segment [BC]. Oli
b. Calculer la norme du vecteur 1.
c. Calculer la distance AB.

a.
Xpt+Xc Y+ Yc
M( : ) ~
2 2 - 7
(2 +(—4) (-3)+ (—1)> j
M ; oli
2 2 s
= —2 —4)
22 B
M(-1;-2)

= o

Ul = (=3)2+12=v9 +1 =10
C.

AB = \/(XB —x4)% + (Y — Ya)?
=2 —-6)2+ (-3 —2)2

= (=2 + (-5)?

=16 + 25

=41
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3e. Déterminant

/
Propriété : Soient u (;C,) et v (;/) deux vecteurs.
U et v sont colinéaires s'il existe un k € Rtel que x' = kx ety’ = ky.

Définition : Le déterminant de u (;C,) et v (;i)

est le nombre det(u; v) = xy' — xy.
Propriété : U et v sont colinéaires si leur déterminant vaut 0.

Remarque : le déterminant correspond en fait au produit en croix entre les coordonnées.
Deux vecteurs sont donc colinéaires si leurs coordonnées sont proportionnelles.

Exemple 1 On considére les vecteurs U (5(13) (U (__130) et w (_é4). Lesquels sont colinéaires ?

Exemple 2 Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;1; ).
On considére les points A(1; 2), B(3;1), C(—4;4) et D(6; —1).
a. Prouver que les droites (CD) et (AB)

sont paralléles.

.

b. Les points A, B et C sont-ils alignés?

Oli

Exemple 1 On calcule les déterminants de ces paires de vecteurs.
o det(;¥) = 21 x (=3)—9%x (—10) = —63 —90 = =153 # 0
donc U et ¥ ne sont pas colinéaires.

o det(u;w) =21 x 6—9x (—14) = 126 — 126 = 0

donc u et w sont colinéaires.

e On en déduit que v et w ne sont pas colinéaires non plus.

Exemple 2 o
a. AB (i : %) soit AB (_21)

et CD (6 B (_i)) soit CD (ig)

Ainsi det(ﬁ ; C—D))

=2%x10—- (=) x(=5) =0
AB et CD sont colinéaires,

donc (AB)//(CD).
b. AC (_44__21) soit AC (_25)

Ainsi det(AB;AC) =2 x2—(-1) x (-5) =4 —5=—1 # 0.

AB et AC ne sont pas colinéaires, donc A, B et C ne sont pas alignés.
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