Chapitre 2 - Matrices:
définitions et opérations

Les matrices sont des tableaux de nombres.

Cela peut sembler tout a fait quelconque, mais il s’avére que munies de certains propriétés (somme, produit) que
nous verrons dans ce cours, les matrices ont de nombreuses utilités : résolution de systéemes d’équation, théorie

des graphes, géométrie, probabilités avec les chaines de Markov...
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Historiquement, "utilisation de tableaux de nombres pour résoudre des problemes tels que des
systémes d’équations date de I’Antiquité. En 1750, Gabriel Cramer énonce la régle qui permet de
résoudre n'importe quel systéme d’équation linéaire ayant une solution, grace a ce concept.
Le mot « matrix », de racine latine « mater », francisé en « matrice », date lui de 1850, et c’est en
1854 qu’Arthur Cayley publie le premier traité qui formalise la notion.

1. Définitions

1a. Matrices

Définition : une matrice A de dimension n X p est un tableau de

nombres réels a n lignes et p colonnes, appelés coefficients.

On note A = (a;;), ou a;; est le coefficient de la i® ligne et j¢colonne.

L’ensemble des matrices de dimension n X p est note M, ,(R).

0 1 5

Exemple 1 Soit M = (4 -2 7) € M33(R). Compléter : myz = Mgy = myz =
0 3 9

Exemple 2 Soit A = (_51 g g i) a. A quel ensemble appartient 4 ?

b. Donner a,, et ay53. Que dire de a;, ?

Mgz =

Définition (Matrices égales) : deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) de méme dimension n X p sont dites égales,

si et seulement sipourtouti € {1;2;..;n}ettoutj € {1;2;...;p}, a;; = b;;

4 1 z 1
Exemple 3 Soient 4 = (—5 3— y) etB = (3x + 4 7) . Pour quelles valeurs de x, yetza-t-onA =B ?

1 0 1 0
Exemple 4 Soit C = (c;;) a trois lignes et trois colonnes telle que ¢;; = i — 2j. Représenter C.
3isii

Exemple 5 Soit D = (d;;) € My 4(R) telle que d;; = {0 sinon

Exemple 1 m,; =7;m3; =0;my3 =5etmy; = 9.

—J Représenter D. Que remarque-t-on ?
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Exemple 2
a. A estune matrice a 2 lignes et 4 colonnes. Donc 4 € M, 4(R).

b.a,; = —1eta,; = 0. a3, n’existe pas, car il n'y a pas de 3¢me ligne.

Exemple 3
Ona A = B si etseulementsi:
—-5=3x+4x=3; 3—-y=7Ty=—4 etz = 4.

Exemple 4
On calcule par exemple pourc;; =1—-2X1=—1:pourc;, =1—2 X2 = -3,

-1 -3 -5
On continue ainsi pour obtenir C = ( 0o -2 —4)
1 -1 -3
Exemple 5

La définition de D implique que si l'indice de la ligne est différent de l'indice de la
colonne, alors le coefficient est nul.

3 0 0 O

[0 6 0 O

On trouve donc D = 00 9 0
0 0 0 12

On remarque que seuls les coefficients sur la diagonale sont non-nuls. Plus tard,
on appellera cela une matrice diagonale.
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1b. Transposée

Définition (Transposée) : soit A = (a;;) une matrice de dimensionn X p.

La matrice transposée de A est la matrice de dimension p X n, notée AY, telle que A" = (aj;)

Les lignes de A correspondent aux colonnes de At. (On note parfois tA)
_(2 3 4 t —
Exemple 1 Pour A = (1 0 2), ona A" =

Exemple 2 Soit B = (b;;) € M, 4(R) telle que b;; = j — i. Représenter B et B.

2 1
Exemple14'=(3 0
4 2
Exemple 2 On a par exemple b;; =1—12=0,b,; =1 —2% = —-3...
0 -3
0 102 3\ L. 1 -2
A1n51B—(_3 o 1 0)etB =12 _4
3 0

Notez que, comme les coefficients (by;) de B vérifient la relation by; = j

les coefficients (c;;) de Bt vérifient, eux, la relation Gj =1i— 2.
1c. Matrices particulieres
Définitions (Matrices particulieres) :

¢ Une matrice de dimension 1 X p est appelée une matrice ligne.
Exemple: M =(2 0 3) € M;3(R) est une matrice ligne.
* Une matrice de dimension n X 1 est appelée une matrice colonne.

-3
Exemple: M = ( 1 ) € M3 1 (R) est une matrice colonne.
5

Les matrices lignes et colonnes sont souvent assimilées aux vecteurs.

¢ Une matrice de dimension n X n est appelée une matrice carrée d’ordre n.

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n se note M,,(R).
3 4

0 1) € M, (R) est une matrice carrée.

Exemple: M = (

_il

* Dans une matrice carrée A = (a;;), {a;, 1 < i <n} est’ensemble des coefficients de |la diagonale principale

de A. Si tous les autres coefficients sont nuls, on parle de matrice diagonale d’ordre n.
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2. Opérations

2a. Somme et produit par un réel

Définition : soient k € Ret A = (a;j) € M, ,(R)
On définit k4, le produit de la matrice A par le réel k, par kA = (ka;;)

) e My(R), 34= et—%A=

12 -3

Exemple 1 Pour A = (—6 5

Définition : soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de méme dimension n X p.

Alors A + B est la matrice somme (a;; + b;;).

3 -2 -1 4
ExempIeZOndonneM=(4 —Z)etN=(7 —3).Ca|cu|erM+NetM—N.

05 —1,5 -8 —0,5
-8 2
_ (36 -9 Do
Exemple 1 34 = (—18 15) et 3A = ( 4 _%)
2 2 4 -6
Exemple 2 M+N=< 11 —5) etM—N=<—3 1).
-7,5 -2 85 -1

2b. Combinaisons linéaires

Définition Soient a, § € R et A, B deux matrices. La matrice @A + B est une combinaison linéaire de A et de B.

-4 8 12 -1 5 6 1
Exemple 1 Soient 4 = ( 0 2 0 ) et = ( 0O 1 9 ).Calculer 24+ 3B etEA — 5B.
0 0 -10 0O 0 -1

Définition On note 0,, ,, (ou parfois juste 0) la matrice nulle de dimension n X p, dont tous les coefficients sont

nuls. Par exemple, 0,, = (0 0).

0 0
Exemple 2 Soient A = (i _20) etB = (:2 105). Déterminer le coefficient x tel que xA + B = 0.

Propriétés : Soient 4, B et C trois matrices de dimension n X p, et soit k un nombre réel.

* L’addition est commutative: A+ B = B+ A e« L’addition est associative: A+ (B+C) =(A+B)+C
e Le produit par un réel est distributif par rapport a 'addition : k(A + B) = kA + kB

* 0, , est I'élément neutre de I'addition : A + 0,,,, = A

* kA = 0, sietseulementsi k=00uAd =0,,

-8 16 24 —3 15 18 —11 31 42
Exemple1A+SB=<O 4 O>+<0 3 27>=<0 7 27)

0O 0 =20 0O 0 -3 0 0 -23
1 -2 4 6 5 -25 -30 3 —-21 -24
EA —-5B=|10 1 0 ]+[(0 -5 —-45|]=(0 -4 —45
0 0 -5 0 O 5 0O O 0
: , _ 2x — 3 0 _ (0 0
Exemple 2 Soitxréel. xA+ B =0 & (4x 6 —10x+ 15) = (0 0)

Or2x—-3=0&<x=1,5,deméme que4x —6 =0et—10x + 15. Doncx = 1, 5.
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3. Produit et puissances

3a. Produit

Soit A = (a;;) € M, ,(R) et B = (b;j) € My, q(R).

Sile nombre de colonnes de A est égal au nombres de lignes de B
(autrement dit, m = p), alors on définit le produit matriciel AB par:

m
AB = (pl-j) ol pour touti € {1;...;n}etj € {1;..;q},p;; = z Qi by
k=1
1 0 3
Exemple 1 Soient les matrices A = (i _35 _01) ;B = ( 42 —;) ;=02 3 —-1)etD= ( 05)

Calculer, lorsque cela est possible, les produits AB ; BC ; AD ; CD et DC.

Propriétés : Soient A, B et C trois matrices, et soit k un nombre réel.

Les propriétés sont valables sous réserve que les calculs soient possibles.

* La multiplication est associative : A(BC) = (AB)C

* La multiplication est distributive par rapport a I'addition : A(B + C) = AB + AC et (A+ B)C = AC + BC
¢ (kA)B = A(kB) = k(AB)

* 0,,, est I'élément absorbant de la multiplication : 0,,,,A = A0, ,, = 0,,,

Remarque : Méme lorsqu’il donne deux matrices de méme dimension, le produit de matrices n’est pas
commutatif : en général, AB est différent de BA.

Exemple 2 soient A = (; i) etB = ((1) i) Calculer AB et BA.

Remarque : Deux matrices peuvent avoir un produit nul sans étre elles-mémes nulles.

Exemple 3
1 2 12 -6 0 1 2
a.Soienth( )eth( ).CalculerMN. b.SoitP=|0 0 1].Calculer PP et PPP.
2 4 -6 3
0 0 O
Exemple 1

» A possede 3 colonnes et B possede 3 lignes, donc le produit AB est possible.
Ce produit possede 2 lignes (comme A) et 2 colonnes (comme B).

En pratique, pour effectuer un produit de matrices, on n’applique pas directement
la formule de la définition. On dispose d’abord les deux matrices comme ceci :

1 0
4 -1
AB = —7 —Z

2 3 -1 O O
(1 -5 0 ) ( O 0O )
Puis, pour calculer chaque coefficient du produit, on multiplie chaque coefficient de

A aligné avec le coefficient qu’on veut calculer, par le coefficient de B sur la colonne

correspondante. S i



Par exemple, pour le coefficient en haut a gauche, on calcule :
2X1+3%x4+(-1)x(=2)=16

On refait cette opération pour chacun des 4 coefficients du produit. Généralement,
on n’écrit pas toutes ces multiplications : on s’entraine a les effectuer de téte.

1 0
—2 -3

(2 3 _1) (2><1+3><4+(—1)><(—2) 2><0+3><(—1)+(—1)><(—3))

1 -5 0 1xX14+(-5)%x44+0x(-2) 1x0+(-5)x(—1)+0x(-3)
o (16 0
Ainsi, AB = (_19 5)

e B possede 2 colonnes et C possede 1 ligne, donc le produit BC est impossible.
D’ailleurs, si on place les matrices B et C comme précédemment, on voit que cela ne

fonctionne pas :
2 3 -1)

/1 0
BC_<4 —1) 2727?
-2 -3

En effet, on ne dispose pas de la méme quantité de nombres a multiplier pour
trouver un coefficient du produit : on a 2 nombres de B a multiplier avec 1 seul
nombre de C.
e A possede 3 colonnes et D possede 3 lignes, donc le produit AD est possible.
Ce produit possede 2 lignes (comme A) et 1 colonne (comme D).
3

_ (2 3 -1 _ /11
w=( 5 (0]
e C possede 3 colonnes et D possede 3 lignes, donc le produit CD est possible.
Ce produit possede 1 ligne (comme A) et 1 colonne (comme D).

3
CD=2 3 —1)<0>=(11)
-5
Tiens, on a fait le méme calcul que pour AD. C’est normal : la 1¢ ligne de A est
identique a l'unique ligne de C.
e D possede 1 colonne et C possede 1 ligne, donc le produit DC est possible.
Ce produit possede 3 lignes (comme D) et 3 colonnes (comme C).

3 6 9 -3
DC=<O>(2 3 —1)=<0 0 0)
-5 -10 -15 5
Exemple 2

w=( 0 D=0 Wesa=( DG D-(3 1
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Exemple 3

a.MN:(}} i)(i —36):(8 g): )
0 1 2 1 2
b.PP=<O 0 1)( 0 1)
0 0 0 0 0

2

1

0

0

0

0
0 0 1\ /0
etPPP=<0 0 0)(0
0 0 0/\0
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3b. Matrice identité et puissances

Définition : On note I,, € M,,(R) (ou parfois I tout court) la matrice
identité de dimension n, avec des 1 sur sa diagonale et des 0 partout

ailleurs.
1 0
I, =
0 1

Propriété : La matrice I,, est I'élément neutre de la multiplication :
pour toute matrice A tel que le produit est possible, Al,, = Aet[[,A = A.

Définition : Pour p € N, si A est une matrice carrée de dimension n,
AP = AAA .. AetA® =1,

p facteurs
3 5 1
Exemple 1 On considéreA =0 1 2 |. Calculer A3.
0 0 1

1). Montrer que M? = 4M. En déduire M3.

Exemple 2 Soit M = ( 5

DN 52 BN

Exemple 3 Soit M = ( g) Montrer que M? = —M. En déduire M”.

Exemple 1

3 5 1\/3 5 1 9 20 14
A*=10 1 2|{0 1 2])=(0 1 4)
0 0 1/\0 0 1 O 0 1

9 20 14\ /3 5 1 27 65 63
etA*=10 1 4 |l0 1 2]=l0 1 6
0 0 1/\0 0 1 0O 0 1

Exzer_mpl—e12 N/—1 1\ _[—-4 4\ _
M _(—5 5)(—5 5)_(—20 20)_4M

Ainsi, M3 = M*M? = (4M)M = 4M? = 4 X 4M = 16M = (_16 16)

—80 80
Exemple 3

2_(—4 6\(—4 6\_ (4 —-6)\_
M= (—2 3) (—2 3) ; (2 —3) =M
Donc M7 = M2M2M?*M = (—=M)(=M)(—=M)M = —M?M? = —(—M)(=M)
= —M? = —(—M) = M. En fait, M® = M si n est impair, et —M sinon.
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4. Inverse

4a. Matrice inversible

Définition : Une matrice carrée A € M,,(R) est inversible,
s’il existe une matrice carrée notée A~ € M, (R) telle que :

AAT =414 =1,

Dans ce cas, cette matrice A~ est unique. C’est I'inverse de A.

Exemple Dans chaque cas, vérifier que la matrice M a pour inverse la matrice N.

a M=, i)etN:(_lz —16,55)‘ b.M:(_;z é :zi)eth%(_% % _32)
1 3\(—2 1,5 1 0
a'MN=(2 4)(1 —0,5)2(0 1)=12'

Donc N est bien l'inversede M : N = M~ 1,

1
b. Pour se faciliter la vie, calculons le produit sans la fraction 1—0

1 1 -1 4 1 -2 10 0 O 1 0 0
<2 0 2)(2 3 4>=<0 10 O>=10<0 1 0>=1013
-2 2 —-1/\-4 4 2 0O 0 10 0O 0 1

On en déduit que MN = 75 x 1015 = 5.
Ainsi, N est bien I'inverse de M.
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4b. Déterminant

Définition : Soit A = (CCL Z) € M, (R).

Le déterminant de 4, noté det(A), est le nombre det(4) = ad — bc

Propriété : A est inversible ssi det(4) # 0.

1 1 d —b
Onaalors A" = det(d) (—c . )

Exemple Pour chaque matrice, déterminer si elle est inversible, et si oui, déterminer sa matrice inverse.
2 3 3 2 3 2

a=(4 9 5=C Dac=(3 2)
-1 5 6 4)° —7 -8

Remarque : On montre plus tard qu’une matrice n’est pas inversible si et seulement si on peut exprimer une
ligne (respectivement une colonne) comme combinaison linéaire des autres lignes (respectivement colonnes).
Dans le cas des matrices carrées de dimension 2, cela signifie qu’une matrice n’est pas inversible si et
seulement si les deux lignes/colonnes sont colinéaires.

e det(4) =2 x5—3x(—1) = 13. Ainsi, A4 est inversible et :

5 3
1,5 -3 13 13
-1 _ —
A _13(1 2) 1 2
13 13

edet(B) =3 X4 —6x 2 =0.Donc B n’est pas inversible.
e det(C) =3 X (—8) — (—7) x 2 = —10. Ainsi, C est inversible et :

1 ,_
=== §)=(_06,87 —06,23)

Attention, le signe du déterminant est important.
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4c. Autres techniques

1 0 3 1 2 3
Exemple 1 A l'aide de la calculatrice, déterminer si les matrices M = (4 5 6) etN = (4 5 6)

7 8 9 7 8 9
sont inversibles et le cas échéant, préciser leur inverse.

-5 2 8
Exemple 2 Soit B = ( 4 -3 —8). Montrer que B est sa propre inverse. En déduire B°.
-4 2 7

0 1 -1
Exemple 3 On considére la matrice € = (—3 4 —3).
-1 1 0
a. Déterminer les réels x et y tels que C? = xC + yI.

b. En déduire que C est inversible et déterminer son inverse.

1 0 0 1 1 1 1 1 1
Exemple 4 On considére les matricesA=(0 1 1|;B=|0 1 O0]etC=(1 2 1

31 1 1 0 0 0 -1 -1
a. Effectuer les produits AB et AC a la calculatrice.

b. En déduire que A n’est pas inversible.

Exemple 1 M est inversible et
1 5

En revanche, N n’est pas inversible.

Exemple 2
1 0 0
On remarque (éventuellement a la calculatrice)que B>=|0 1 0 |=1;
0 0 1
Donc B! = B. Ainsi, B? = B?B*B?B*B = I3B = B.
Exemple 3
-2 3 =3 y x —X
a.OncalculeC*=|-9 10 -9 |,orxC+yl=(—-3x 4x+y —3x
=2 & =2 —X X y

La seule possibilité est que x = 3 et y = —2. Ainsi, C* = 3C — 21I.

b. On essaie alors de réécrire cette égalité en laissant I dans le membre de droite, et
en factorisant le membre de gauche par C.

Ainsi, C multipliée par une autre matrice sera égale a I, ce qui prouvera que C est
inversible.

C>=3C-2I

& (C?—-3C=-21

Attention : en factorisant par C, on ne peut pas écrire « C(C — 3) ». En effet, C est
une matrice mais 3 est un nombre, et on ne peut pas soustraire une matrice est un

nombre. En revanche, on peut écrire « C(C — 3I) ». charly-piva.fr



& C(C—3D) = =21
C(—%(C—SI)) =1

et C estinversible avec C™1 = — % (C —-3I)

Exemple 4
1 1 1 1 1 1
a. On calcule AB = (1 1 0) et AC = (1 1 O)
4 4 3 4 4 3
Ainsi, AB = AC.

b. Raisonnons alors par 'absurde : si A était inversible, il existerait une matrice
A"l telleque A~1A =1.Onaalors:

AB = AC

& A 1AB = A 1AC en multipliant par A~1 a gauche dans les deux membres

S B=C

Or B n’est pas égale a C. C’est une contradiction, donc 4 n’est pas inversible.
D’une fagon générale, on a montré en question a que A était un « diviseur de zéro » :
une matrice non-nulle qui, multipliée par une autre matrice non-nulle (ici B — C),
donne une matrice nulle. Ces matrices ne peuvent jamais étre inversibles.
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