
Chapitre 4 – Graphes et chaînes de Markov 

1. Graphes

 
1a. Définitions 
Un graphe d’ordre 𝑛 est un ensemble de 𝑛 sommets,  
reliés entre eux par des arêtes. 
Si les arêtes ont un sens précis, représenté par une flèche,  
on parle de graphe orienté. Les arêtes sont alors appelées des arcs. 
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1b. Chaînes/Chemins 

 

Exemple 1 
a. A est de degré 3, B est de degré 0, C est de degré 2, D est de degré 2 et E est de 
degré 3. 
b. On peut citer 𝐴 − 𝐷 − 𝐸 − 𝐶. Notez que cette chaîne est bien de longueur 3 alors 
qu’elle passe par 4 sommets : la longueur d’une chaîne correspond aux nombres 

 d’arêtes.
c. On peut citer 𝐴 − 𝐶 − 𝐷 − 𝐸 − 𝐴. C’est bien un cycle car il revient au sommet de 

 départ.

Exemple 2 
a. A est de degré 5 , B est de degré 2, C est de degré (les boucles comptent double)
2, D est de degré 2, E est de degré 4 et F est de degré 3. 
b. 𝐸 − 𝐶 − 𝐴 − 𝐸 − 𝐹. (On pouvait citer E − F − F − F − F  ).
c. 𝐸 − 𝐶 − 𝐴 − 𝐴 − 𝐸. (On passe deux fois par le même sommet, mais pas deux fois 

 par le même arc : il s’agit bien d’un cycle).
d. Non, car aucun arc n’a pour origine D. 
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1c. Somme des degrés 
Propriété : la somme des degrés de chaque sommet 
est égale au double du nombre d’arêtes. 

 

1. Il s’agit d’un graphe d’ordre 7 . (le nombre de sommets)
A est de degré 5, B est de degré 6, C est de degré 4, D est de degré 4, E est de 
degré 4, F est de degré 4 et G est de degré 3. 

2. 
5+6+4+4+4+4+3

2
= 15 donc le graphe comporte 15 arcs. 

3. 𝑨 − 𝑫 − 𝑭 − 𝑩 − 𝑩 − 𝑪. 
4. On peut citer 𝑨 − 𝑫 − 𝑭 − 𝑨. 
5. Non, car aucun arc n’a pour origine A. 
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2. Matrices d‘adjacence 

 2a. Définition 
À tout graphe 𝐺 de sommets 𝑠1; 𝑠2; … ; 𝑠𝑝, on peut associer une matrice 

carrée 𝑀(𝑚𝑖𝑗) où 𝑚𝑖𝑗 est le nombre d’arcs reliant les sommets 𝑠𝑖  à 𝑠𝑗 . 

𝑀 est appelée la matrice d’adjacence associée à 𝐺. 

 

Exemple 1 𝑀 =

(

  
 

1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 1)

  
 

 

Pour un graphe orienté, on va « de la gauche vers le haut ». Exemple : 𝑚15 = 1 car 
il y a un arc qui va de 𝐴 à 𝐸. Mais 𝑚51 = 0. Aussi, la 4ème ligne ne contient que des 0, 
car aucun arc n’a pour origine D. On peut donner la matrice ligne par ligne, en 
listant tous les arcs d’origine A, puis tous les arcs d’origine B, etc. 

Exemple 2 𝑀 =

(

  
 

0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0)

  
 

 et 𝑁 =

(

  
 

1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0)

  
 

 

Exemple 3 Notez qu’un graphe orienté peut  
quand même comporter des arcs non orientés,  
comme celui qui relie A à B. Généralement, on  

  dessine ,alors une double flèche.
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2b. Puissances et chemins 

Propriété : si pour 𝑛 ∈ ℕ, on note 𝑀𝑛 = (𝑚𝑖𝑗
(𝑛)), 

alors 𝑚𝑖𝑗
(𝑛) est le nombre de chemins de longueur 𝑛 reliant 𝑠𝑖  à 𝑠𝑗 . 

 

Exemple 1 𝑀5 =

(

 
 
 

4 3 2 4 3 5
0 0 0 0 0 0
3 2 1 2 2 3
0 0 0 0 0 0
2 1 1 2 1 3
0 0 0 0 0 1)

 
 
 

 ; 𝑀10 =

(

  
 

28 19 13 26 19 40
0 0 0 0 0 0
19 13 9 18 13 27
0 0 0 0 0 0
13 9 6 12 9 19
0 0 0 0 0 1 )

  
 

 

Il y a donc 3 chemins de longueur 5 reliant C à F,  
et 12 chemins de longueur 10 reliant E à D. 

Exemple 2  𝑀 =

(

 
 
 
 
 
 

0 1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0)

 
 
 
 
 
 

 

2a. Il existe 31 cycles de longueur 4 qui partent et reviennent à E. 
2b. Il existe seulement 2 chaînes de longueur 4 qui partent de C et arrivent à I. 
Ce sont 𝑪 − 𝑩 − 𝑨 − 𝑫 − 𝑰 et 𝑪 − 𝑩 − 𝑬 − 𝑫 − 𝑰. 
2c. Non, d’après 𝑀4, il n’est pas possible d’aller de B à C (ou de C à B) en 4 
étapes. charly-piva.fr



3. Algorithme de Dijkstra 

3a. Graphe pondéré 
Définition : un graphe est dit pondéré si on affecte à chaque arc,  
un nombre positif, appelé poids. 
Le poids d’un chemin est alors la somme des poids des arcs qui le 
composent. 

 

a. Le poids du chemin 𝐺 − 𝐹 − 𝐶 − 𝐷 − 𝐸 est 4 + 5 + 11 + 8 = 𝟐𝟖. 
b. Le poids du chemin 𝐵 − 𝐴 − 𝐸 − 𝐵 est 12 + 7 + 15 = 𝟑𝟒.  
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3b. Algorithme 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Voici un exemple de présentation des résultats. 

 

 

 

 

 

Par exemple, en première ligne, on traite D comme expliqué à l’étape 1. 
Ensuite, on choisit I, le sommet qui a la plus petite marque, et on applique les étapes 
2 à 5 : on explore K pour une somme de 8 + 15 = 23, et on explore J mais la somme  
8 + 3 = 11 est supérieure à la marque 10, donc on conserve le 10. 
On réitère ces étapes sur J, puis S, et K.  
Ainsi, en repartant de ce qu’on a trouvé sur T on trouve que le chemin le plus court 
de T à D est : 𝑇 − 𝑆 − 𝐽 − 𝐷 (et donc le chemin le plus court de 𝐷 à 𝑇 est 𝐷 − 𝐽 −
𝑆 − 𝑇). 
  

Sommet 
traité 

D I J K S T 

D 0 8(D) 10(D) ∞ ∞ ∞ 
I 0 8(D) 10(D) 23(I) ∞ ∞ 
J 0 8(D) 10(D) 23(I) 17(J) ∞ 
S 0 8(D) 10(D) 22(S) 17(J) 25(S) 
K 0 8(D) 10(D) 22(S) 17(J) 25(S) 
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4. Chaînes de Markov 

4a. Définition 

 
Définition : On considère un système qui évolue en fonction du temps. 
L’ensemble des états possibles de ce système est noté 𝛺 =
{𝑒1; 𝑒2; … ; 𝑒𝑝}. 

On définit une suite (𝑋𝑛) de variables aléatoires pouvant prendre, à tout 
instant 𝑛 ∈ ℕ, une valeur parmi 𝑒1; 𝑒2; … ; 𝑒𝑝. 

On dit que (𝑋𝑛) définit une chaîne de Markov homogène 
si pour tout 𝑛 ∈ ℕ, la probabilité que 𝑋𝑛+1 prenne une certaine valeur 
ne dépend que de la valeur de 𝑋𝑛, et pas des valeurs précédentes. 

 

Exemple 1  a. Les états sont 𝛀 = {𝟏; 𝟐}. 
b. Le bocal dans lequel le poisson se trouve à un instant 𝑛 détermine entièrement 
les probabilités que le poisson a de se retrouver dans un bocal à l’instant (𝑛 + 1). 
Donc (𝑿𝒏) définit bien une chaîne de Markov. 
c. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ :  
• si le poisson est dans le bocal 1, il y reste avec une probabilité de 0,4. Ainsi,  
𝒑𝑿𝒏=𝟏(𝑿𝒏+𝟏 = 𝟏) = 𝟎, 𝟒 ; et donc 𝒑𝑿𝒏=𝟏(𝑿𝒏+𝟏 = 𝟐) = 𝟎, 𝟔. 

• De même, 𝒑𝑿𝒏=𝟐(𝑿𝒏+𝟏 = 𝟐) = 𝟎, 𝟕 ; et donc 𝒑𝑿𝒏=𝟐(𝑿𝒏+𝟏 = 𝟏) = 𝟎, 𝟑. charly-piva.fr



Exemple 2 
L’ami auquel Noé a envoyé un message au jour 𝑛 détermine les probabilités du 
jour (𝑛 + 1). Par exemple, si Noé a envoyé un message à l’ami A, alors le jour 
suivant, il enverra un message à B ou C uniquement, avec équiprobabilité. 
Il s’agit donc bien d’une chaîne de Markov. 

Exemple 3 
La position d’une aiguille à une seconde 𝑛 détermine entièrement les probabilités 
de la seconde suivante. Par exemple, si l’aiguille est en position 7, alors elle 
passera en position 6 ou 8 avec équiprobabilité. 
(𝑋𝑛) définit donc bien une chaîne de Markov. 
L’espace d’état est l’ensemble des entiers de 0 à 59 : 𝛀 = {𝟎; 𝟏; 𝟐;… ; 𝟓𝟗}. 
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4b. Graphe probabiliste 
Définition : Un graphe probabiliste est un graphe orienté et pondéré  
tel que, pour chaque sommet, la somme des poids des arcs issus de ce 
sommet vaut 1. 
A toute chaîne de Markov, on peut associer un graphe probabiliste. 

 

Exemple 1  
a.        b. 
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Exemple 2 
On appelle les états 𝐵 et 𝑀. 
Notez que pour le mauvais temps, on a 
𝑝𝑋𝑛=𝑀(𝑋𝑛+1 = 𝑀) = 0,75, 

ce qui est bien trois fois plus grand que 
𝑝𝑋𝑛=𝑀(𝑋𝑛+1 = 𝐵) = 0,25  .

 

Exemple 3 
Même si les deux photocopieuses tombent en panne le même jour, l’une d’entre elles 
sera réparée dans la nuit. Il ne peut donc y avoir qu’une seule photocopieuse en 

 Donc Ω = {𝟎; 𝟏}. Ainsi, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : panne au matin.
• Si une photocopieuse est en panne le matin, la photocopieuse restante peut 

tomber en panne avec probabilité 
1

3
. Dans ce cas, elle sera réparée la nuit et il y 

 aura, à nouveau, une photocopieuse en panne au matin suivant.

 𝑝𝑋𝑛=1(𝑋𝑛+1 = 1) =
𝟏
𝟑
  et ainsi 𝑝𝑋𝑛=1(𝑋𝑛+1 = 0) =

𝟐
𝟑
 

• Si les deux photocopieuses sont fonctionnelles le matin, alors la seule possibilité 
pour que l’une d’entre elles soit en panne le matin suivant correspond au cas où les 
deux tombent en panne ce jour-là. L’une d’entre elles sera alors réparée pour le 

 matin suivant.

𝑝𝑋𝑛=0(𝑋𝑛+1 = 1) =
1
3
×
1
3
=
𝟏
𝟗
   et donc 𝑝𝑋𝑛=0(𝑋𝑛+1 = 0) =

𝟖
𝟗
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4c. Matrice de transition 
Définition : La matrice de transition est la matrice 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) tel que  

𝑚𝑖𝑗 représente la probabilité de passer de l’état 𝑒𝑖  à l’état 𝑒𝑗 . 

Propriété : La somme des coefficients des lignes d’une matrice de 
transition 𝑀 est égale à 1. En général, une matrice qui vérifie cette 
propriété est appelée matrice stochastique. 

 

Exemple 1        Exemple 2 
On dresse la matrice dans    
l’ordre 0; 1; 2. Notez qu’il n’y a pas de boucles,  

 donc la diagonale ne comporte que des 0.

𝑀 = (
𝟎 𝟏 𝟎

𝟎, 𝟑𝟓 𝟎 𝟎, 𝟔𝟓
𝟎 𝟏 𝟎

)  

 
Exemple 3  
On complète d’abord le graphe avec les informations de la matrice, et 
réciproquement. Le graphe nous dit aussi qu’il n’y a pas d’arc reliant A à C. 
Il reste encore des coefficients manquants, mais on utilise alors le fait que la somme 

 des lignes de la matrice doit être égale à 1.

𝑀 = (
𝟎, 𝟔 0,4 0
𝟎, 𝟓𝟓 0,2 0,25
0 0,9 0,1

)   
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Exemple 4 
a. Soit 𝑛 ∈ ℕ. À l’instant 𝑛 : 
• si l’urne A contient les 2 boules, l’une d’entre elles sera forcément déplacée et il 
y aura 1 boule à l’instant (𝑛 + 1). 
• si l’urne A contient 1 boule, soit on la déplace vers l’urne B, soit c’est celle de 
l’urne B qui est déplacée en urne A, avec équiprobabilité. 
• si l’urne A contient 0 boule, alors une boule de l’urne B sera déplacée en urne A. 
Le nombre de boules dans l’urne A (et donc, dans l’urne B) détermine 
entièrement les probabilités à l’instant suivant, donc (𝑋𝑛) est une chaîne de 
Markov avec 𝛀 = {𝟎; 𝟏; 𝟐}. 

b. On a 𝑴 = (
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎, 𝟓 𝟎 𝟎, 𝟓
𝟎 𝟏 𝟎

) et le graphe est : 
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5. Distributions 

5a. Distribution initiale 
Définition : On appelle distribution initiale de la chaîne de Markov, la loi 
de la variable 𝑋0. On la représente par un vecteur ligne, noté 𝜋0. 

 

Exemple 1 

 
D’après l’énoncé, 𝝅𝟎 = (𝟎, 𝟖 𝟎, 𝟐). 

Exemple 2 
D’après l’énoncé, 𝝅𝟎 = (𝟎, 𝟕𝟓 𝟎, 𝟐𝟓 𝟎). On a bien 0,75 = 3 × 0,25, comme dans 
l’exemple qui portait sur le beau et le mauvais temps. 

La matrice de transition est 𝑀 = (
𝟎 𝟎, 𝟓 𝟎, 𝟓
𝟎, 𝟓 𝟎 𝟎, 𝟓
𝟎, 𝟓 𝟎, 𝟓 𝟎

) 
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5b. Distributions 
Définition : On appelle distributions les vecteurs lignes (𝜋𝑛) donnant les 
lois des variables (𝑋𝑛). 
Propriété : Si 𝑀 est la matrice de transition, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 

𝜋𝑛 = 𝜋0𝑀
𝑛 

 

Exemple 1 
Il n’y a que deux états, donc 𝜋0 = (𝟎, 𝟕 𝟎, 𝟑). 

La matrice de transition est 𝑀 = (
0,6 0,4
0,7 0,3

). 

À la calculatrice, 𝜋2 = 𝜋0𝑀² = (𝟎, 𝟔𝟑𝟕 𝟎, 𝟑𝟔𝟑). 

Exemple 2 Le fumeur a décidé d’arrêter au jour 0, donc 𝜋0 = (1 0). 
La matrice de transition (dans le sens non-fumeur, puis fumeur) est  

𝑀 = (
0,8 0,2
0,25 0,75

) 

On calcule 𝜋2 = 𝜋0𝑀² = (0,69 0,31). 
Ainsi, la probabilité qu’il ne fume pas au jour 2 est de 𝟎, 𝟔𝟗. 

Exemple 3  
a. La page sur laquelle se trouve l’individu à l’instant 𝑛 détermine entièrement les 
probabilités qu’il se trouve sur une des autres pages à l’instant (𝑛 + 1). 
Donc (𝑋𝑛) est une chaîne de Markov. 

𝝅𝟎 = (𝟏 𝟎 𝟎) et 𝑀 = (
𝟎 𝟎, 𝟓 𝟎, 𝟓
𝟎, 𝟓 𝟎 𝟎, 𝟓
𝟎, 𝟓 𝟎, 𝟓 𝟎

) 

b. On calcule 𝜋8 = 𝜋0𝑀
8 ≈ (0,336 0,332 0,332). 

Donc la probabilité que cet étrange individu soit de retour sur la page 1 après 8 
clics est d’environ 0,336. 
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5c. Distribution invariante 
Définition : Une distribution invariante est une distribution 𝜋 qui 
vérifie : 

𝜋 = 𝜋𝑀 

Propriété : Si les coefficients non diagonaux de la matrice de transition 
sont tous non nuls, alors il existe une unique distribution invariante. 

 

a. Nous devons d’abord déterminer 𝑀 = (
0,6 0,4
0,7 0,3

) 

On calcule 𝜋3 = 𝜋0𝑀
3 = (𝟎, 𝟔𝟑𝟔𝟓 𝟎, 𝟑𝟔𝟑𝟓) 

𝜋5 = 𝜋0𝑀
5 ≈ (𝟎, 𝟔𝟑𝟔𝟒 𝟎, 𝟑𝟔𝟑𝟔)  

et 𝜋10 = 𝜋0𝑀
10 ≈ (𝟎, 𝟔𝟑𝟔𝟒 𝟎, 𝟑𝟔𝟑𝟔) 

Les distributions semblent converger vers une distribution invariante. 
b. Les coefficients non diagonaux de la matrice 𝑀 (0,7 et 0,4) sont tous différents 
de 0, donc il existe une unique distribution invariante. Notons-la 𝜋 = (𝑥 𝑦). 
La somme de ces deux probabilités étant 1, il vient 𝜋 = (𝑥 1 − 𝑥). 

Or 𝜋 = 𝜋𝑀 ⟺ (𝑥 1 − 𝑥) (
0,6 0,4
0,7 0,3

) = (𝑥 1 − 𝑥) 

⟺ (0,6𝑥 + 0,7(1 − 𝑥) 0,4𝑥 + 0,3(1 − 𝑥))  = (𝑥 1 − 𝑥)  
On réécrit cette égalité de matrices lignes sous forme d’équations : 

{
0,6𝑥 + 0,7(1 − 𝑥) = 𝑥       
0,4𝑥 + 0,3(1 − 𝑥) = 1 − 𝑥

 

Il n’y a qu’une inconnue, donc on peut résoudre ces deux équations en parallèle. On 
 devrait trouver le même résultat.

{
0,6𝑥 + 0,7 − 0,7𝑥 = 𝑥       
0,4𝑥 + 0,3 − 0,3𝑥 = 1 − 𝑥

⟺ {
−1,1𝑥 = −0,7
1,1𝑥 = 0,7

⟺ {
𝑥 =

7

11

𝑥 =
7

11

  

On n’a pas de contradiction, la distribution invariante est donc 𝝅 = (
𝟕
𝟏𝟏

𝟒
𝟏𝟏
) 

Ces deux fractions sont bien approximativement égales aux valeurs trouvées pour 
𝜋5 et 𝜋10   en question a.
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