Chapitre 5 - Nombres complexes et

1. Représentation graphique

1a. Plan complexe

Définition :

géométrie

* a tout nombre complexe z = a + ib, on peut associer
I'unique point M (a; b) ou I'unique vecteur %(})

* réciproquement, a tout point M(x; y) ou tout vecteur u G),

on peut faire correspondre le nombre complexe z = x + iy.
Dans ces cas, le nombre z s’appelle I'affixe du point M ou du vecteur u.

Remarques

Y

Taxe des imaginaires purs

3
M (4 + 27)

(1l — 2¢) +

T

0 1 2 3 4 5 3
axe des réels

_1 {
¢ Les nombres réels sont représentés sur I'axe des abscisses, les imaginaires purs sont sur I'axe des ordonnées.

 Si M est un point, on note son affixe z,,. Si U est un vecteur, on note son affixe z3;.

Exemples : Donner I'affixe du point A(5; —1) : z, =

).

ZA=5—iet7})(

—4
3

Donner le vecteur d’affixe z; = 3i — 4 : v ( )
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1b. Vecteur, milieu et conjugué

Proprieté : soient A d’affixe z, et B d’affixe zz. Alors :
o le vecteur AB a pour affixe z ;5 = zp — 24
Zp +ZB
2
Proprieté : soit M, point d’affixe z € C. Alors:
e le point d’affixe —z est le symétrique de M par rapport a l'origine,
e le point d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a I’axe des
abscisses.

e M, milieu de [AB] a pour affixe z,, =

Remarques : * Deux points sont confondus si et seulement si leurs affixes sont égaux,

et deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs affixes le sont.

e Les opérations sur les vecteurs correspondent exactement aux opérations sur les affixes correspondants.

Si 1 a pour affixe z et ¥ a pour affixe z', alors :

U + U a pour affixe z + z’ —1u a pour affixe - z pour tout A € R, Au a pour affixe Az
L’intérét de travailler avec les complexes vient du fait que les nombres complexes, contrairement aux vecteurs,
peuvent étre multipliés et divisés entre eux. Nous le verrons plus tard.

Exemple 1 Soit A le point d’affixea = 3 — 7i.

a. Déterminer I'affixe de A4, symétrique de A par rapport a 'origine du repére.
b. Déterminer |'affixe de A,, symétrique de A par rapport a I’axe des abscisses.
c. Déterminer I'affixe de A5, symétrique de A par rapport a I'axe des ordonnées.

Exemple 2 Soient A4, B et C trois points d’affixes respectives z, = 3 + 5i, zz = —% + 2i et z, = 3i.
Déterminer les affixes des points D, E et F définis par :
a. D est le milieu du segment [AC] b.BE = %ﬁ) d. AF = 54B — BC
Exemple 1
a. L’affixe de A;est —a = —3 + 7i.
b. L’affixe de A, esta = 3 + 7i
c. L’affixe de A; est—a = -3 — 7i
Exemple 2
zp+ze _ 3+5i+43i _ 348 _3 , .
azD—22 = > —22 —2+4-l :
bBE:_CA@ZE_ :_(ZC_ZA)@ZE:_(ZA_Zc)‘l‘ZB.DOHC:
(3+5 3i) 1+2 2+4 1+2 7+10
:— lL—ol) —— [ = = — = ===
4 3 4 4 3
C.AF =5AB—-BC < zp —2z,=5(z5 —2z4) — (20 —25) © zp = —4z, + 625 — z,

1
= —4(3+5i)+6(—z+2i>—3i

3
—12—20i—§+ 12i — 3i

27
Ay = = 7 —11i
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2. Module

2a. Définition
Définition : soit z € C, et soit M le point d’affixe z.
Le module de z, noté |z|, est la distance OM.

Propriété : siz = a + ib, on a alors |z| = v a® + b?

Exemple : calculer les modules de z; = 4 — 3i et de z; = —V/3 +/2i.

Remarques : * si z représente |'affixe d’un vecteur, alors |z| est la norme du vecteur.
* si z est un réel, autrementsiz = a € R, alors |z| =V a®+ 0* =+/a* = |q| (valeur absolue de a)

» de méme si z est un imaginaire pur, autrement si z = ib avec b € R, alors |z] =+/0* + b* =+/b* = |b|
e deux nombres complexes distincts peuvent avoir le méme module,

par exemple |1 +i| = et|l1—i|l =
Propriétés : pour tout z € C, szl =02z=0 o |—z| = |z| e |z] = |2
Exemple

1z4] = 4%+ (=3)2 =16+ 9 =V25=5
20l = |(~VB) 4+ V2 = V3T 2= V5

11+il=v12+12=V2et|1—i| =12+ (-1)2 = V2.
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2b. Opérations sur le module

Propriété : pour toutz € C, z X Z = |z|?
Démonstration:siz = a + ib alors :

zX zZ=(a+ib)(a—ib) = a*— (ib)? = a? + b? = |z|?
Propriétés : pour tous z,z' € C:

(a) |z X Z'| = |z| x |Z'| (b) pour toutn € N, |z"| = |z|"

1z]
2= (@ |z +21 < lz] + |z

Démonstrations de (a), (b) et (c) :

(a) Remarquons d’abord que les deux membres de 1'égalité étant positifs, il suffit
de montrer que leurs carrés sont égaux, c'est-a-dire que
1zz'|? = (z]12'])? = |z|*|2|?
Soitz=a+ibetz' =a' +ib’.
e D’une part,
zz' = (a+ib)(a' +ib') = aa’ +iab’ +ia’b + i?bb’ = aa’ — bb' + i(ab’ + a'b)
Donc |zz'|? = (aa’ — bb')? + (ab’ + a'b)?
= (aa")? — 2aa’bb’ + (bb")? + (ab’)? + 2ab’a’b + (a'b)?
= (aa")? + (bb")? + (ab’)? + (a'b)?
o D’'autre part, |z|?|Z'|? = (a® + b?)(a’? + b'?)
= (aa')? + (ab’)? + (ba')? + (bb")?
et on retrouve l'expression de |zz'|? calculée précédemment.
On a montré que |zz'|? = |z|?|Z'|?. On en déduit que |zZ'| = |z]||Z’|.

(b) Montrons cette propriété par récurrence en utilisant (a).
Initialisation : d’'une part, |z°| = |1] = 1 et d’autre part, |z|® = 1° = 1.
On a bien |z°] = |z|°.

Hérédité : soit n € N. Supposons que |z"| = |z|". Alors :

2" = |2 x 2| = |27 X |z| = |2]" X |z| = |z|**1.

On a bien démontré la propriété au rang suivant.

Conclusion : pour toutn € N, |z"| = |z|™

(c) Montrons d'abord une autre propriété sur le module d’un inverse : pour tout
z € C, | | = —. Nous pourrons ensuite conclure en utilisant (a).

112 1
Comme pour la démonstration de (a), il suffit d’avoir |E| = PG
Soitz = a + ib.

1 1 a—1ib a—1ib a b

E=a+ib=(a+ib)(a—ib)=a2+b2=a2+b2_la2+b2

1
On calcule alors |E| : charly-piva.fr



12

Z

. , 1
Ainsi, on a montré que |E

1

a 2 —b \? a’ + b? 1
_ (_) + (_) _
a? + b2 a? + b2 (

a? + b2)?2 T2+ b2 | |2

2
= —1 ce qui implique|—1| =
|Z|2 ’ Z

1

|z|

Montrons maintenant la propriété (c). Pour z et z’' complexes :

1

1
zx;=|z|x|?

z
7=

y 1 |z
= |z| X — = —
1z'| |2’

pour tout z € C.
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2c. Configurations

Proprieté : soient deux points A et B. Alors :
AB = |zp — z4| = |24 — 2

Exemple 1 Soient A d’affixe z4 = 6 + 31 et B(3; —4). Déterminer la distance AB.

Exemple 2 Dans un repere orthonormeé, determiner I'ensemble des points M d’affixe z tels que :

a.|z| =3 b.|z—3+4i| =2 clz=2+i|l=|z+4-2i

Exemple 1

Onazg =3 —4i.Donc:

AB=13—4i—(6+3i)|=1|3—4i—6—3i| =|-3-7i| =/(=3)2 + (-7)2 = V58
Exemple 2

a. Les points vérifiant |z|] = 3 sont ceux qui sont a une distance de l'origine O
égale a 3. Il s’agit donc du cercle de centre O et de raison 3.

b. Soit B(3; —4). L’égalité de la question se réécrit |z — zgz| = 2.

Les points vérifiant cette égalité sont ceux qui sont a une distance du point B
égale a 2. Il s’agit donc du cercle de centre B(3; —4) et de rayon 2.

¢. Soient deux points C(2; —1) et D(—4; 2).

L’égalité de la question se réécrit |z — z-| = |z — zp|.

Les points vérifiant cette égalité sont ceux qui sont équidistants du point C et du
point D. D’apres vos cours de 6¢me | il s’agit de la médiatrice du segment [CD].
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3. Argument

3a. Définition
Dans un repere du plan (0;7; ), soit M un point d’affixe z € C*.

Un argument de z est une mesure de I'angle orienté entre 7 et OM.

Il est donné en radians et se note arg(z).

Exemple Placer les points M;, M,, ... d’affixes indiqués, T
puis donner un argument pour chacun de ces affixes. 3
Z1 = 24+ 2i 2
Zg = 3i
23 - _1 - ]. g
Zy = -2 | I
-3 -2 - 0 1 2

25 = —i

. -
Zg = —1+ 2i

-2

Remarques :

* 0 n’a pas d’argument.

e un nombre complexe non nul a une infinité d’arguments, qui sont tous égaux modulo 2m.

91 7m 101w

Dans I'exemple précédent, z; a pour arguments T; — T ; T

4 T
Tous les nombres de la forme 1 + 2km sont des arguments de z,. Ainsi, on note arg(z,) = 1 [2m]

/1
Dans ce cas, I'argument compris entre - m exclu et  inclus (ici, c’est donc 1 ) s’appelle argument principal de z;.

Propriétés :
vz R" @ arg(z) = [27] *zER™ o arg(z) = [27]
ez €iR" @ arg(z) = [2m] *z €EiR™ & arg(z) = [27]
Pour toutz € C*, arg(—z) = [2m] etarg(z) = [27]
3)(M2
Exemple s, N
[ 4 [ 4
arg(z,) = o arg(z,) = 7 1
T n M,
arg(z3) = _Z ) arg(z4) =T, arg(ZS) — _E 3 % 4 o ]
Pour zg, c’est plus difficile. On trouve environ 117°, wX
5 5 5 6
soit environ 2 radians. .

ezER" o arg(z) =0[2n] ez€e R o arg(z) = —n [27]
ez € iR & arg(z) = %[Zn] ez €iR™ & arg(z) = —5 [2m]

NS

Pour tout € C*, arg(—z) = arg(z) + m [2w] etarg(z) = —arg(z) [2r]
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3b. Trigonométrie

Propriété : soit z = a + ib un complexe non nul.
Si on note 8 un argument de z, il doit vérifier :

a b
cos(f) =— et sin(@) = —

|z| |z|

Rappel : pour retrouver un angle en radians dont on connait le cosinus et le sinus, on f p
utilise ces propriétés : L 1 ’ B
cos(—x) = cos(x) = T T T it Loyt

x 0 - - - - I ! s
cos(m + x) = — cos(x) 6 4 3 2 L1 I AR

2 I
cos(m —x) = — cos(x) cos x 1 ﬁ Q ! 0 i | i
sin(—x) = —sin(x) - 2 2 Lo
sin(m + x) = — sin(x) sin x 0 1 V2 | V3 1 i i i .
sin(r — x) = sin(x) 2 2 2 © ; VI V3
2 2

Pour trouver un angle correspondant a un cosinus ou un sinus, il faut généralement avoir les deux.
Toutefois, on peut souvent conclure en regardant les signes des parties réelles et imaginaires.
Propriéteé : deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module et méme argument.

Exemple Donner le module et un argument des nombres suivants :
z; =V3+i z, =3—3i Zy = —2—+V12i z, = —4 + 3i (au millieme prés)

o |z,| = VV/3? + 12 = /4 = 2. Soit H; un argument de z;.

3 1
cos(6,) = > et sin(0,) = >

donc 6, = % d’apres le tableau.
o |z,] = /3% + (=3)% = V18 = v/9 x 2 = 3+/2. Soit 8, un argument de z,.
3 1 2 -3 2

cos(8,) = = = et sin(f,) = —=——

32 V2 2 Tz 2
D’apres les formules et le tableau, le cosinus est celui de % oude — %, mais le
sinus est négatif. Donc 8, = — % :

o |z3| = J(—Z)Z + (—V12)* = V4 + 12 = 4. Soit 83 un argument de z.

- 1 _ —V12 V4x3 23 3
cos@) =5 =—g et sn@)=— ===
0 1 : 2m\ 21
Or cos (§) =5, donc son opposé est cos (?) —zcos (— ?) :
T

Le sinus étant négatif, on en déduit que 8; = — ER

o |z4] = /(=4)% + 32 =16 + 9 = 5. Soit 6, un argument de z,.

4 3
cos(6,) = = et sin(6,) = 3

On calcule alors, le sinus étant positif, que 6, = 143,130°.
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3c. Forme trigonométrique

Proprieté : tout nombre complexe z € C* peut s’écrire sous la forme
zZ =1(cosf + isin0)

our = |z| estle module de z, et 8 = arg(z) [27]
C’'est la forme trigonométrique de z.

Remarque : dans une forme trigonométrique r(cos @ + i sin 8), r est toujours strictement positif.

Exemple 1 Donner la forme trigonométrique du nombre z = —1 + i1/3

Exemple 2
a. Donner la forme algébrique de

1 51 . (bm
zZ, = E(COS (?) + isin (?))

2m
b. Soit z, un nombre complexe de module 8 et d’argument 3 Donner sa forme algébrique.

Exemple 1
|z| = \/(—1)2 + /3% = /4 = 2. Soit # un argument de z.
—1 \/§
cos(8) = > et sin(0) = b
donc 6 = Z?E et la forme trigonométrique de z est z = 2 (cos (ZTn) + isin (2%))

Exemple 2 Pour retrouver la forme algébrique, il suffit de développer la forme
trigonométrique.

1 5m . (5m
a.z; = > (cos (?) + 1 Sin (?))

b= as(2) 4 5n(2)

z, = —4 + 4/3i
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3d. Opérations sur I'argument

Propriétés : pour a et b réels :
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b) sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(bh)
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(bh)

En prenant a = b dans les formules précédentes, on trouve aussi :
cos(2a) = cos(a)? —sin(a)?* = 1 — 2sin(a)? = 2cos(a)? — 1 et sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

Ces formules ne sont pas a retenir et ne nous serviront qu’a montrer d’autres formules sur les arguments.
Toutefois, a un niveau plus élevé, il faudra peut-étre les connaitre. Pour cela, on peut retenir que le sinus
est « aimable et conformiste », alors que le cosinus est « inamical et rebelle ».

Propriété : soient deux nombres complexes z et z’' non nuls. Alors :

(a) arg(z X z') = arg(z) + arg(z’)
(b) pourn € N, arg(z™) = n X arg(2)

(c) arg (5) = arg(z) — arg(z")

Démonstration :

(a) Soient z = r(cos(f) + isin(f)) etz' = r'(cos(8")+isin(6")) Jes formes
trigonométriques de z et z'.

zz' = r(cos(8) + isin(0)) X r(cos(8') + isin(0"))

zz' = rr'(cos(8) cos(8') + cos(8)isin(8") + isin(8) cos(8") + i? sin(H) sin(8"))
zz' = rr’(cos(é?) cos(8') — sin(0) sin(68') + i(cos(8) sin(8") + sin(H) cos(@’)))
zz' =rr'(cos(68 +60") +isin(6 +0"))

et ainsi arg(zz') = 0 + 8’ = arg(z) + arg(z’)

(b) Cette propriété se montre par récurrence en utilisant (a), exactement
comme la propriéteé sur le produit des modules.

(c) 1l suffit de montrer que pour tout z € C, arg (%) = —arg(z).
On peut alors conclure avec (a), a nouveau, comme sur la propriété du quotient
des modules. Soit z = r(cos(8) + i sin(0)) la forme trigonométrique de z.

1 1 1 cos(8) — isin(0)

z r(cos(8) + isin(0)) T r % (cos(8) + isin(0))(cos(8) — isin(h))
1 cos(8) —isin(B)

— X

r cos?(8) + sin?(60)

Or pour tout angle 8, cos?(8) + sin?(0) = 1.

De plus, cos(8) = cos(—6) et —sin(f) = sin(—0). Ainsi :

1 1 cos(8) — isin(0) 1 p . 0
z r % cos2(0) + sin2(0) r (cos(=0) + isin(=6))

E : s 1 L1l 1
On a trouvé la forme trigonométrique de ~ On en déduit que arg (E) =—-0=
—arg(z). On conclut ensuite en utilisant la propriété (a).
charly-piva.fr



. T —3n
Exemple 1 Soient z et z' deux nombres complexes non nuls tels que arg(z) = T et arg(z’) = —
z' z3
Déterminer I'argument principal de : a.zz' b. F c.z* d. 7
. — 3 +i A M4 - 2020
Exemple 2 Soient z; = 3 +ietz, = —4i. Déterminer arg(z,2,) et arg(z; ")

Dans chaque cas, donner un argument compris entre - et 1.

Exemple 1

, .~ m —3m 7m —15m 8w
a.arg(zz') = arg(z) + arg(z’) = = + == + ==
' —3m m —15m 7w 22m

Z
b-arg(;)=arg<2’>‘“"g<z>=T‘§= 35 35 35

T 4m
c.arg(z*) = 4arg(z) = 4 X iy
; z3 — 3are(2) (,)_3Xn —37T_217T+157T_361T
By ) T 2B\ TGRS = 5 7 35 35 35
Exemple 2
e |z;| = \/(—\/5)2 + 12 = v/4 = 2. Soit 6; un argument de z;.
) ==L et sin,) =2 doncs, = "
cos(fy) = —— et sin(f;) =5 donc o, =—
e Z, est un imaginaire pur a partie imaginaire négative, donc 8, = arg(z,) = —%

St —-m b5m —-3m W
 arg(z,7,) = arg(zy) + arg(z;) = = + o ==+ — ==
TG 10100 50507
e arg(zi"°") = 2020 arg(z,) = s 7 -

Pour obtenir I'argument principal, il faut enlever un certain nombre de fois 2w

= 4 ) 6
pour obtenir un résultat entre - 7 et m. On remarque d’abord que 2 = ?n

Ensuite, la division euclidienne de 5 050 par 6 est: 5 050 = 6 X 841 + 4. Donc::
5 5050m 6w  4m 4 4m
arg(zi =841 X —+—=841 X2 + — = —[2n]
. 3 3 3 3
T
Y n’étant pas compris entre - et 7, on enleve encore une fois 2 pour obtenir :

41t . 21't2

020y _

arg(z379) =
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3e. Etude de configurations du plan
Propriété : soient deux vecteurs u et v d’affixes z3; et z3.

) , 7
Une mesure de 'angle (u; v) formé par ces vecteurs est arg (Z—”)
%

Remarques :
e on en déduit que si 4, B, C et D sont quatre points distincts, la mesure de I’angle formé par les

—_— = Zp—Z
vecteurs AB et CD est arg ( B A).
Zp—Zc
¢ "'argument d’'un nombre réel est 0 (s’il est positif) ou 7 (sil est négatif).
I P . Zp—2Z - ZBp—Za .
Ainsi, A, B et C sont alignés si et seulement si arg (H) vaut 0 ou 77, donc si et seulement est réel.
oA Zc—Z4

Exemple 1 Soient 4, B et C trois points d’affixe respectivea = -1+ 2i,b =4+ 3ietc = —6 +1i.

a. Déterminer la longueur AB.

b. Que peut-on dire de la mesure de I'angle orienté (E‘l) B_Ct) ?

Exemple 2 Soient A4, B, C et D quatre pointsd’affixeszy = 1—2i,z =2,z =4+ 4ietzp, = -2 + 2i.
a. Démontrer que A, B et C sont alignés.
b. Déterminer I'affixe du point I, symétrique de D par rapport a A.

Exemple 3 Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes respectivesa =2+i;b=4—iet
c=-—2-3i.

Calculer S%g' Que peut-on en conclure concernant les droites (AB) et (AC) ?
Exemple 4 On considére dans C I’équation suivante : (4z2 — 20z + 37)(2z — 7 + 2i) = 0.

Démontrer que les solutions de cette équation sont les affixes de points appartenant a un méme cercle, dont le
centre est le point P d’affixe 2.

Exemple 1
a.AB=|b—a|=14+3i—(-1+2)|=|5+i] =v5%2+1%>=+26

b. Il s’agit de calculer 'argument du quotient :

Zg; a—b —1+2i—(4+3i)) -5-i —5-i 1
Zge C¢c—b —6+i—(4+30) -10—2i 2(-5-1i) 2

Ce quotient est un réel positif donc son argument est 0.
Ainsi, I'angle (Eél), B—C)) est un angle nul : les points A4, B et C sont alignés.

Exemple 2

a. On calcule le quotient :

Zc—2Z4 4+4i—(1-2i) 34+61 3(1+2i0)

zg—2z, 2—-(1-20) 1+2i 1+2i

Ce quotient est un réel, donc les points A, B et C sont alignés.

b. L’énoncé nous dit que zz = z4 + z53 = 24 + (24 — 2p) = 224 — Zp.
Donc zp = 2(1 — 2i) — (—2 + 2i) = 4 — 6i.
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Exemple 3
a—b 24+i-(4-10) —2+2i -2+ 2i 1 —2i 20

c—a —2-3i—(2+10) —4—4i 2i(-2+20) 2i 2ix(=20) 4
i

2
Ainsi, ce nombre est un imaginaire pur a partie imaginaire négative.
/4 . ;
Son argument est — o Or cet argument correspond aussi a la mesure d’angle

entre BA et AC. Donc les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

Exemple 4
Il s’agit d’'une équation produit nul.
o le premier facteur est un polyndme de discriminant A = (—20)? —4 x4 X 37 =

400 — 592 = —192. Les racines complexes conjuguées sont donc :
20+iv192 5 _ 5
Z1 = 2 % 4 =E+l\/§et22=zlzi_l\/§
e le deuxieme facteur est une équation linéaire. Appelons la troisieme solution z5:
7
223_7+2i=0@223 =7_2i¢>23 =E_i

Il s’agit maintenant de calculer la distance entre ces trois points et le point
d’affixe zp = 2. Pour se simplifier les calculs, on cherche plutot le carré de la
distance. Il faut trouver le méme résultat pour les trois points.

1 2 12 2 1 13
oy -zl = 5+ iVE| = (5) +(V3) =g 43=—
, i = iz 241 413
*|z; — zp] =§_l‘£§ =(2§> +(_\/§) =Z+3=T
oy —zpl2 = |2 - =(§) F(-1)2=o41=
2 2 4 4

Ainsi, les trois solutions correspondent a des points qui sont sur le cercle de

13
centre P et de rayon T
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4. Forme exponentielle

4a. Définition
Définition : on admet que pour tout 8 € R, on peut définir une fonction
exponentielle ainsi: e! = cos6 + isin 6

Ainsi, si z € C* a pour forme trigonométrique z = r(cos 6 + i sin9),
z peut se réécrire de facon unique z = re'?, c’est sa forme exponentielle.

La justification de cette définition (qui est en fait une propriété) est d’un niveau plus avancé. En voici une idée.
On peut se demander ce que la fonction exponentielle vient faire ici. Au départ, c’est I'unique fonction définie sur
R qui vérifie f' = f et f(0) = 1. Ici, on essaye d’y mettre une variable complexe avec i.

Mais comment définir cette exponentielle complexe ?

La définition vient de la notion de série entiére, étudiée bien plus tard. On démontre que pour tout x réel :

+oo
X

n!
n=0

oun!=1x 2 X ..Xn.Cette écriture s’appelle le développement en série entiére de la fonction exp.

n

e* =

On peut vérifier, aprés avoir bien démontré que cette somme infinie converge, qu’elle définit une fonction qui est

sa propre dérivée et quivaut 1 en 0.

Une fois ceci fait, I'exponentielle complexe est définie de la méme maniére, mais pourtoutz € C:

+oo
Z?‘l

n!
n=0

e? =

On a donc le droit, de parler de I'exponentielle d’'un nombre complexe,

donc de choses de la forme e,

Maintenant, pourquoi a-t-on e = cos @ + i sin @ ? La réponse est trop longue pour
étre expliquée ici, mais vient également du développement en série entiére des
fonctions cos et sin. Cette formule e®® = cos 8 + i sin 8 s’appelle la formule d’Euler,

elle a été démontrée en 1748.

. X
Remarque : dans re'®, r doit étre strictement positif : —2e'z n’est pas une forme exponentielle.

Exemple 1 Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.

ST —i
a. z, de module 2 et d’argument — b.z, =€ ' z,?
6

-TT
s A . e
Exemple 2 On considére le nombre complexe z = 2e “%4. Déterminer la forme algébrique de z1°,

Sim
Exemple1 a.z; = 2e 6
_im g 5im\? in Sir,, 10in_in 9in 3in _im
b.z, =e 6(Ze6>=e 6 Xx2%6 “=4e 6 6 =46 =4e2 =4e 2
imy 19 10im Sin in
Exemple 2 21°=(Ze4> =204 =1024e2 =1024e2

i
Ore?2 = cos (g) + i sin (%) = —idoncz;p = —1 024i charly-piva.fr



4b. Opérations sur e'®

Propriétés : pour tout nombres réels 6 et ', et tout n entier :

eif x oi0' = pi(6+6")

(multiplier un nombre par e ® revient a le faire « tourner » d’un angle 0)

(ei)" = einf i — o0 = o0 pi(6+2nm) — ,ib € — pi(e-0)
et? eif
. -nl
De plus : » ¥ = €@ sj et seulement si 6 = 6'[2n]
o . T T
o0l =™ =1 e =—1 ve'2 =14 ee™'2

Propriétés :
e formule de Moivre : pour tous n entier et § € R,
cos(nf) + isin(nf) = (cosB + isinH)"
e formules d’Euler : pour tout 8 € R,
el0 1 o—if plf _ o—if

0 = in @ =
CoS > sin T
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4c. Applications

Pour effectuer des produits, des quotients ou calculer des puissances de
nombres complexes, la forme exponentielle est parfois plus facile.

Exemple 1 On considére le nombre complexe z; = —8 — 8i.
a. Déterminer |la forme algébrique de z;.

JT
b. Soit z, = 8¢ '4. On note A le point d’affixe z, et B le point d’affixe z,.

La droite (AB) est-elle paralléle a 'axe des abscisses ?

3:1
Exemple 2 On considére les points A et B d’affixes respectives z, = 2e 4 etzy = 2e'%.

Montrer que OAB est un triangle rectangle isocéle.

3-i
Exemple 3 Soient A et B d’affixes respectives z, = 2e 3 etz = i
i

a. Donner la forme algébrique de z3*. Est-ce un nombre réel ?

. : . . o -] C T
b. Déterminer la forme exponentielle puis la forme algébrique de g En déduire cos (ﬁ)
A

Exemple 1
a. Avant de calculer z{, déterminons d’abord la forme exponentielle de z;.

|z,| = \/(—=8)% + (—8)2 = V128 = 8v/2. Soit H; un argument de z;.

-8 -1 V2 V2 31
cos(f;)) =——==—==—— et sin(6;) = e donc 6, = ——

8vV2 2 2 4

.31
Ainsi, z; = 8V2e~"+ On en déduit z;.
3\ 4 .31 .
74 = (8«/§e‘lf) = (8x/§)4e“TX4 — 842 e 3™ = 4096 x 4 X (—1) = —16 384

b. On s’intéresse au vecteur AB, qui est obtenu par différence des daffixes de z, et z,.
La forme la plus adaptée est donc la forme algébrique. Cherchons celle de z,.

o i T . T V2 V2 . B .
Z, = 8e 4 = 8(cos (_Z) + i sin (_Z)) 8(7—71) = 42 — 4/2i

Ainsi, les points d’affixe z; et z, n’ont pas la méme ordonnée. Donc la droite (AB)
n’est pas parallele a I’axe des abscisses.

Exemple 2
Tout d’abord, on constate grace a la forme exponentielle que |z4| = |z5| = 2.
Donc le triangle OAB est déja isocele en O.

L’angle AOB a pour mesure 'argument de arg ( ) ce qui correspond a arg ( )
Z0B ZB

.TT

z 2e'% jT_3m & z T
A=""=¢'""s =¢ Zdoncarg(2) = -5
z > z 2
B 2" B

Ainsi, I'angle AOB est droit, et le triangle OAB est rectangle et isocele en O.
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Exemple 3

a. Essayons d’abord d’obtenir la forme algébrique de zg.

3—i (B3-1)2-i) 6-3i—2i+1 5-5i ,
=T CiDe-D) Z+1z 5 7
Pour calculer z5°%°, déterminons maintenant la forme exponentielle de zp.
|zg| = \/12 + (—1)% = V2. Soit 85 un argument de zj.

1 V2 1 V2 T
cos(0p) =—==— et sin(fg) = ——==—— doncHp = i

o 72
Ainsi, zz = V2e 'z

.24TC

z3% = (\/fe_il) \/_ Yemia = pl2g-iem — 12 _ 4 096, il s’agit d’un réel.

b. Pour eﬁectuer un quotient, on préfere la forme exponentielle.

zg _V2e 7 V2 B (i) V2 _3n oam N2 m
= 4\"3) = —e 12712 = —e'12
Zy 2¢"13 2 2 2

On ne peut pas en déduire la forme algébrique du quotient, car on ne connait ni

CosS (%) ni sin (1—7;) Il faut donc calculer la forme algébrique de z, et en déduire
celle du quotient.

Zy = Ze_i% = Z(COS(—%) +isin(—z)) = 2(1—1'@) =1—iV3

3 2 2
i 2B _ L (1-D(A+ivV3) 1+iV3-i+V3 1+\/§+_—1+\/§
S e T 1-i3 (1—1\/—)(1+l\/_) 12 + /32 s

Or I'argument de ce quotient estE comme vu avec la forme exponentielle, et le
cosinus de cet argument est égal a la partie réelle divisée par le module.

s # 14v3 2 143 V2++6
COS() = = —

= X = —
12" 2 2 vz 22 4
2

charly-piva.fr



	1. Représentation graphique
	1a. Plan complexe
	1b. Vecteur, milieu et conjugué

	2. Module
	2a. Définition
	2b. Opérations sur le module
	2c. Configurations

	3. Argument
	3a. Définition
	3b. Trigonométrie
	3c. Forme trigonométrique
	3d. Opérations sur l’argument
	3e. Étude de configurations du plan

	4. Forme exponentielle
	4a. Définition
	4b. Opérations sur ,𝒆-𝒊𝜽.
	4c. Applications


