
Chapitre 1 – Nombres complexes :  
algèbre et polynômes 

 

  



1. Définitions 

1a. Ensemble ℂ 
Propriété : il existe un ensemble des nombres complexes, noté ℂ, qui : 
- contient l’ensemble ℝ, 
- contient un élément 𝑖 tel que 𝑖² = −1, 
- est muni d’une addition et d’une multiplication prolongeant celles de 
ℝ. 

 

 

 

 

  



1b. Forme algébrique 
Propriété : Tout élément 𝑧 de ℂ est de la forme 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏, avec 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 
• 𝑎 est la partie réelle de 𝑧, notée 𝑅𝑒(𝑧), 
• 𝑏 est la partie imaginaire de 𝑧, notée 𝐼𝑚(𝑧). 
On appelle cette forme la forme algébrique de 𝑧. 

 

Exemple 1 
• pour 𝑧 = 5 + 3𝑖, 𝑹𝒆(𝒛) = 𝟓 et 𝑰𝒎(𝒛) = 𝟑. Notez que Im(z) est un nombre réel. 

• pour 𝑧 =
7

3
− 𝑖, 𝑹𝒆(𝒛) =

𝟕

𝟑
 et 𝑰𝒎(𝒛) = −𝟏. 

• pour 𝑧 = 8, 𝑹𝒆(𝒛) = 𝟖 et 𝑰𝒎(𝒛) = 𝟎. z   est un nombre réel.
• pour 𝑧 = −6𝑖, 𝑹𝒆(𝒛) = 𝟎 et 𝑰𝒎(𝒛) = −𝟔. z est un imaginaire pur. 

• pour 𝑧 = √2𝑖 − 5, 𝑹𝒆(𝒛) = −𝟓 et 𝑰𝒎(𝒛) = √𝟐. 

• pour 𝑧 = 𝜋 +
𝑖

4
, 𝑹𝒆(𝒛) = 𝛑 et 𝑰𝒎(𝒛) =

𝟏

𝟒
. 

• pour 𝑧 =
3𝑖−5

6
= −

5

6
+

1

2
𝑖, 𝑹𝒆(𝒛) = −

𝟓

𝟔
 et 𝑰𝒎(𝒛) =

𝟏

𝟐
. 

• pour 𝑧 = 𝑖(𝑖 − 2) = 𝑖² − 2𝑖 = −1 − 2𝑖, 𝑹𝒆(𝒛) = −𝟏 et 𝑰𝒎(𝒛) = −𝟐. 

  



Exemple 2 
a. 𝑧 = 3𝑖 − 4 + 2𝑖 − 1 = −𝟓 + 𝟓𝒊 en forme algébrique. 𝑅𝑒(𝑧) = −5 et 𝐼𝑚(𝑧) = 5. 
b. 𝑧 = 5𝑖 − 7,5 + 𝑖 = −𝟕, 𝟓 + 𝟔𝒊 en forme algébrique. 𝑅𝑒(𝑧) = −7,5 et 𝐼𝑚(𝑧) = 6. 
c. 𝑧 = 2 − 𝑖2 + 𝑖 = 2 − (−1) + 𝑖 = 𝟑 + 𝒊 en forme algébrique.  
𝑅𝑒(𝑧) = 3 et 𝐼𝑚(𝑧) = 1. 
 
 
Exemple 3 
a. 𝑧 est un réel si et seulement si sa partie imaginaire 3𝑥 est nulle, donc si 𝒙 = 𝟎. 
On a alors 𝒛 = 𝟐. 
b. 𝑧 est un imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle 𝑥² − 𝑥 − 2 est nulle. 
Ce polynôme a pour discriminant Δ = (−1)2 − 4 × 1 × (−2) = 9 et pour racines : 

𝑥1 =
−(−1) − √9

2 × 1
=

−2

2
= −1   et    𝑥1 =

−(−1) + √9

2 × 1
=

4

2
= 2 

Ainsi, 𝑧 ∈ 𝑖ℝ si 𝒙 = −𝟏, on a alors 𝑧 = 3𝑖 × (−1) = −𝟑𝒊 
ou si 𝒙 = 𝟐, on a alors 𝑧 = 3𝑖 × 2 = 𝟔𝒊 

 

1c. Conjugué 
Définition : soit 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un nombre complexe. 
Alors le conjugué de 𝑧, noté 𝑧̅, est le nombre 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑖𝑏. 

Remarque : 𝑧̅̅ = 𝑧 

  



2. Opérations 

2a. Somme & différence 

 
a.   𝑧1 + 𝑧2 = (5 − 2𝑖) + (−2 + 4𝑖) = 𝟑 + 𝟐𝒊 
  𝑧1 − 𝑧2 = (5 − 2𝑖) − (−2 + 4𝑖) = 𝟕 − 𝟔𝒊  
b.  𝑧1 + 𝑧2 = (−2 + 3𝑖) + (−7𝑖) = −𝟐 − 𝟒𝒊 
  𝑧1 − 𝑧2 = (−2 + 3𝑖) − (−7𝑖) = −𝟐 + 𝟏𝟎𝒊  

2b. Produit 

 

a. 𝑧𝑧′ = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎′ + 𝑖𝑏′) 
= 𝑎𝑎′ + 𝑎𝑖𝑏′ + 𝑖𝑏𝑎′ + 𝑖2𝑏𝑏′ 
= 𝑎𝑎′ + 𝑖𝑎𝑏′ + 𝑖𝑏𝑎′ − 𝑏𝑏′ 
= 𝒂𝒂′ − 𝒃𝒃′ + 𝒊(𝒂𝒃′ + 𝒃𝒂′)  
Notez qu’en fait, on n’utilise pas beaucoup cette règle… 
b. 𝐴 = (8 + 3𝑖)(4 − 𝑖) = 32 − 8𝑖 + 12𝑖 − 3𝑖2 = 32 + 4𝑖 + 3 = 𝟑𝟓 + 𝟒𝒊 
𝐵 = 3𝑖(5 − 7𝑖) = 15𝑖 − 21𝑖2 = 𝟐𝟏 + 𝟏𝟓𝒊 
c. 𝑧1𝑧2 = (5 − 2𝑖)(−2 + 4𝑖) = −10 + 20𝑖 + 4𝑖 − 8𝑖2 = −10 + 24𝑖 + 8 = −𝟐 + 𝟐𝟒𝒊 
Pour z1

2, on peut essayer l’identité remarquable (a − b)2 = a2 − 2ab + b2  .
𝑧1

2 = (5 − 2𝑖)2 
= 52 − 2 × 5 × 2𝑖 + (2𝑖)2 
= 25 − 20𝑖 + 4𝑖2 
= 25 − 20𝑖 − 4 
= 𝟐𝟏 − 𝟐𝟎𝒊 
d. −3𝑖𝑧 = −3𝑖(−7 + 𝑖) = 21𝑖 − 3𝑖2 = 𝟑 + 𝟐𝟏𝒊 
Ici, on peut appliquer (a + b)2 = a² + 2ab + b², en se rappelant que i² = −1. 
2𝑧² = 2(−7 + 𝑖)2 = 2(49 − 14𝑖 − 1) = 2(48 − 14𝑖) = 𝟗𝟔 − 𝟐𝟖𝒊 
 



2c. Quotient 
Soient 𝑧 et 𝑧′ deux nombres complexes, avec 𝑧′ ≠ 0. 

Pour calculer  
𝑧

𝑧′ , on multiplie le numérateur et le dénominateur  

par 𝑧 ′̅, le conjugué de 𝑧′. 

 
Exemple 1 a. Nous allons multiplier le numérateur et le dénominateur de la 
fraction par le conjugué de (1 + i), c’est-à-dire (1 − i). 

 Le calcul est terminé quand on a obtenu la forme algébrique a + ib du résultat.
4 − 3𝑖

1 + 𝑖
=

(4 − 3𝑖)(1 − 𝑖)

(1 + 𝑖)(1 − 𝑖)
=

4 − 4𝑖 − 3𝑖 + 3𝑖2

12 − 𝑖2
=

1 − 7𝑖

2
=

𝟏

𝟐
−

𝟕

𝟐
𝒊 

Nous verrons plus tard que pour tout nombre complexe z = a + ib, multiplier z par 
son conjugué donne toujours un nombre réel, précisément a² + b². 
1 − 𝑖

2𝑖 − 5
=

(1 − 𝑖)(−2𝑖 − 5)

(2𝑖 − 5)(−2𝑖 − 5)
=

−2𝑖 − 5 + 2𝑖2 + 5𝑖

5² − (2𝑖)²
=

−7 + 3𝑖

25 − 4𝑖²
= −

𝟕

𝟐𝟗
+

𝟑

𝟐𝟗
𝒊 

b. L’inverse de z est 
1

z
 .

1

2 + 3𝑖
=

2 − 3𝑖

(2 + 3𝑖)(2 − 3𝑖)
=

2 − 3𝑖

2² − (3𝑖)²
=

2 − 3𝑖

4 − 9𝑖²
=

2 − 3𝑖

13
=

𝟐

𝟏𝟑
−

𝟑

𝟏𝟑
𝒊 

c. (5 + 3𝑖)𝑧 − 2 = 𝑖 + 7 ⟺ (5 + 3𝑖)𝑧 = 𝑖 + 9. Ainsi : 

𝑧 =
𝑖 + 9

5 + 3𝑖
=

(𝑖 + 9)(5 − 3𝑖)

(5 + 3𝑖)(5 − 3𝑖)
=

5𝑖 − 3𝑖2 + 45 − 27𝑖

5² − (3𝑖)²
=

48 − 22𝑖

34
=

𝟐𝟒

𝟏𝟕
−

𝟏𝟏

𝟏𝟕
𝒊 

Remarque 
1

𝑖
=

−𝑖

𝑖 × (−𝑖)
=

−𝑖

−𝑖²
=

−𝑖

1
= −𝒊 

Exemple 2 

1

𝑧1
=

1

3𝑖 − √3
=

−3𝑖 − √3

(3𝑖 − √3)(−3𝑖 − √3)
=

−3𝑖 − √3

√3² − (3𝑖)²
=

−3𝑖 − √3

12
= −

√𝟑

𝟏𝟐
−

𝟏

𝟒
𝒊 

𝑧2

𝑧1
= 𝑧2 ×

1

𝑧1
= (2 − 3𝑖) (−

√3

12
−

1

4
𝑖) = −

√3

6
+

√3

4
𝑖 −

1

2
𝑖 +

3

4
𝑖² 

= −
√𝟑

𝟔
−

𝟑

𝟒
+ (

√𝟑

𝟒
−

𝟏

𝟐
) 𝒊 



2d. Opérations et conjugué 
Propriétés : Soit = 𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ ℂ . 
• 𝑧 + 𝑧̅ = 2𝑅𝑒(𝑧)  • 𝑧 − 𝑧̅ = 2𝑖𝐼𝑚(𝑧)  • −𝑧̅ = −𝑧̅̅ ̅̅     
• 𝑧 × 𝑧̅ = 𝑎² + 𝑏²  : le produit d’un complexe par son conjugué est réel. 

Propriétés : Soient 𝑧, 𝑧′ ∈ ℂ. 

• 𝑧 + 𝑧′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧̅ + 𝑧′̅    • 𝑧 × 𝑧′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧̅ × 𝑧′̅   •  
𝑧

𝑧′ 
̅̅̅̅

=  
 𝑧 ̅̅ ̅

𝑧′̅̅ ̅ (𝑧′ ≠ 0)    

• pour tout  𝑛 ∈ ℕ, 𝑧𝑛̅̅ ̅ = 𝑧̅ 𝑛 

 

Exemple 1 On applique la propriété : les conjugués de produits/quotients/carrés 
 sont égaux aux produits/quotients/carrés des conjugués.

𝑧̅ =
(3 + 2𝑖)(1 − 𝑖)

(1 + 2𝑖)2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

(3 − 2𝑖)(1 + 𝑖)

(1 − 2𝑖)2
=

3 + 3𝑖 − 2𝑖 − 2𝑖²

1² − 4𝑖 + (2𝑖)²
=

5 + 𝑖

−3 − 4𝑖
 

Pour aller plus vite, on applique la nouvelle propriété : z × z̅ = a² + b . ²

 
5 + 𝑖

−3 − 4𝑖
=

(5 + 𝑖)(−3 + 4𝑖)

(−3 − 4𝑖)(−3 + 4𝑖)
=

−15 + 20𝑖 − 3𝑖 + 4𝑖²

3² + 4²
=

−19 + 17𝑖

25
= −

𝟏𝟗

𝟐𝟓
+

𝟏𝟕

𝟐𝟓
𝒊 

 
Exemple 2 
1

𝑧
+

1

𝑧̅
=

𝑧̅

𝑧𝑧̅
+

𝑧

𝑧𝑧̅̅̅
=

𝑧̅ + 𝑧

𝑧𝑧̅
 

Or 𝑧̅ + 𝑧 = 2 𝑅𝑒(𝑧) qui est un réel, et 𝑧𝑧 ̅est également un réel. 

Donc leur quotient est réel. Ainsi 
𝟏

𝒛
+

𝟏

𝒛̅
 est un réel. 

Exemple 3 
𝑧 + 𝑧̅ = 2𝑅𝑒(𝑧) est un réel, et 𝑧 − 𝑧̅ = 2𝑖𝐼𝑚(𝑧) = 2𝐼𝑚(𝑧) × 𝑖. Donc : 

𝑧 + 𝑧̅

𝑧 − 𝑧̅
=

2𝑅𝑒(𝑧) 

2 𝐼𝑚(𝑧) × 𝑖
=

𝑅𝑒(𝑧)

𝐼𝑚(𝑧)
×

1

𝑖
=

𝑅𝑒(𝑧)

𝐼𝑚(𝑧)
× (−𝑖) 

Il s’agit donc d’un imaginaire pur. 
 



3. Équations et polynômes 

3a. Équations linéaires 

Exemple 1  a. (6 − 10𝑖)𝑧 = 2 

⟺ 𝑧 =
2

6 − 10𝑖
=

1

3 − 5𝑖
=

3 + 5𝑖

32 + 52
=

𝟑

𝟑𝟒
+

𝟓

𝟑𝟒
𝒊 

b. −3𝑖𝑧 = 1 

⟺ 𝑧 =
1

−3𝑖
=

𝑖

−3𝑖 × 𝑖
=

𝑖

3
=

𝟏

𝟑
𝒊 

c. 𝑧(7 − 𝑖) = 1 + 2𝑖 

⟺ 𝑧 =
1 + 2𝑖

7 − 𝑖
=

(1 + 2𝑖)(7 + 𝑖)

72 + 12
=

7 + 𝑖 + 14𝑖 + 2𝑖2

50
=

5 + 15𝑖

50
=

𝟏

𝟏𝟎
+

𝟑

𝟏𝟎
𝒊 

d. (2𝑖 + 1)𝑧 = 1 + 𝑖 − 2𝑖𝑧 ⟺ (2𝑖 + 1)𝑧 + 2𝑖𝑧 = 1 + 𝑖 ⟺ (4𝑖 + 1)𝑧 = 1 + 𝑖 

⟺ 𝑧 =
1 + 𝑖

4𝑖 + 1
=

(1 + 𝑖)(−4𝑖 + 1)

12 + 42
=

−4𝑖 + 1 − 4𝑖2 + 𝑖

17
=

5 − 3𝑖

17
=

𝟓

𝟏𝟕
−

𝟑

𝟏𝟕
𝒊 

Exemple 2  a. (𝑧 − 2𝑖)(𝑖𝑧 + 1) = 0 ⟺ {
𝑧 − 2𝑖 = 0
𝑖𝑧 + 1 = 0

⟺ {
𝑧 = 2𝑖
𝑧 = 𝑖

 et 𝑺 = {𝒊; 𝟐𝒊} 

b. 2𝑖𝑧² + 3𝑧 = 0 ⟺ 𝑧(2𝑖𝑧 + 3) = 0 ⟺ {
𝑧 = 0

2𝑖𝑧 + 3 = 0
⟺ {

𝑧 = 0

𝑧 = −
3

2𝑖
=

3

2
𝑖  

et 𝑺 = {𝟎;
𝟑

𝟐
𝒊} 

Exemple 3   a. −𝑧̅ = 5 − 𝑖 ⟺ 𝑧̅ = −5 + 𝑖 ⟺ 𝑧 = −𝟓 − 𝒊 
Pour les suivantes qui font intervenir 𝑧 et 𝑧̅ à la fois, on doit poser 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏. 

 On doit alors séparer parties réelles et imaginaires dans les deux membres.
b. On pose 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏. On a alors 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑖𝑏. 

2(𝑎 + 𝑖𝑏) + (𝑎 − 𝑖𝑏) = 3 − 2𝑖 ⟺ 3𝑎 + 𝑖𝑏 = 3 − 2𝑖 ⟺ {
3𝑎 = 3
𝑏 = −2

⟺ {
𝑎 = 1   
𝑏 = −2

  

donc 𝑧 = 𝟏 − 𝟐𝒊 

c. 2(𝑎 + 𝑖𝑏) = 3(𝑎 − 𝑖𝑏) + 5 − 𝑖 ⟺ −𝑎 + 5𝑖𝑏 = 5 − 𝑖 ⟺ {
−𝑎 = 5

5𝑏 = −1
⟺ {

𝑎 = −5

𝑏 = −
1

5

 

donc 𝑧 = −𝟓 −
𝟏

𝟓
𝒊 

  



3b. Polynômes du 2nd degré 
Propriété : on considère l’équation 𝑧² = 𝑎, où 𝑎 ∈ ℝ. 

• si 𝑎 > 0, l’équation admet deux solutions réelles : √𝑎 et −√𝑎 

• si 𝑎 < 0, l’équation admet deux solutions complexes : √−𝑎 𝑖 et −√−𝑎 𝑖 

Propriété : on considère l’équation 𝑎𝑧² + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, où 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ 
Soit 𝛥 = 𝑏² − 4𝑎𝑐 le discriminant de l’équation.  

• si 𝛥 > 0, l’équation admet deux solutions réelles : 

𝑧1 =
−𝑏 − √Δ

2𝑎
        𝑧2 =

−𝑏 + √Δ

2𝑎
 

• si 𝛥 = 0, l’équation admet une solution réelle  : 𝑧0 =
−𝑏
2𝑎

 

• si 𝛥 < 0, l’équation admet deux solutions complexes conjuguées : 

𝑧1 =
−𝑏 − 𝑖√−𝛥

2𝑎
        𝑧2 =

−𝑏 + 𝑖√−𝛥

2𝑎
 

Si 𝛥 ≠ 0, alors 𝑎𝑧² + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 𝑎(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2). 

 
a. 16 + 𝑧² = 0 ⟺ 𝑧2 = −16 et 𝑺 = {𝟒𝒊; −𝟒𝒊} 

b. 2𝑧² + 10 = 0 ⟺ 2𝑧2 = −10 ⟺ 𝑧2 = −5 et 𝑺 = {√𝟓𝒊; −√𝟓𝒊} 
c. 𝑧² − 4𝑧 + 5 = 0. Le discriminant est Δ = (−4)2 − 4 × 1 × 5 = −4. 
Les racines complexes conjuguées sont : 

𝑧1 =
−(−4) − 𝑖√4

2 × 1
=

4 − 2𝑖

2
= 2 − 𝑖   et  𝑧2 = 𝑧1̅ = 2 + 𝑖 

Donc 𝑺 = {𝟐 − 𝒊; 𝟐 + 𝒊} et 𝑧² − 4𝑧 + 5 = (𝒛 − (𝟐 − 𝒊))(𝒛 − (𝟐 + 𝒊)) 

d. 𝑧² − 5𝑧 + 6 = 0. Le discriminant est Δ = (−5)2 − 4 × 1 × 6 = 1. 
Les racines réelles sont : 

𝑥1 =
−(−5) − √1

2 × 1
=

5 − 1

2
= 2   et  𝑥2 =

−(−5) + √1

2 × 1
=

5 + 1

2
= 3    

Donc 𝑺 = {𝟐; 𝟑} et 𝑧² − 5𝑧 + 6 = (𝒛 − 𝟐)(𝒛 − 𝟑) 
e. 𝑧² + 4𝑧 + 13 = 0. Le discriminant est Δ = 42 − 4 × 1 × 13 = −36. 

𝑧1 =
−4 − 𝑖√36

2 × 1
=

4 − 6𝑖

2
= 2 − 3𝑖   et  𝑧2 = 𝑧1̅ = 2 + 3𝑖 

Donc 𝑺 = {𝟐 − 𝟑𝒊; 𝟐 + 𝟑𝒊} et 𝑧² + 4𝑧 + 13 = (𝒛 − (𝟐 − 𝟑𝒊))(𝒛 − (𝟐 + 𝟑𝒊)) 


