Chapitre 1 - Nombres complexes :
algebre et polynomes

Il est bien connu en mathématiques qu’on ne peut pas calculer la racine carrée d'un nombre négatif.

En effet, tout carré est positif : on ne peut pas trouver de nombre x tel que x* = —49, donc v —49 n’existe pas.
Ainsi, il existe une équation trés simple, mais qui n’a pas de solution : x4+ 1 = 0.

Au milieu du XVI° siecle, le mathématicien italien Jéréme Cardan (Gerolamo Cardano en
italien), propose de résoudre le probléme suivant : « trouver deux nombres tels que leur
somme soit 10, et leur produit soit 40 ».

Il trouve deux solutions, mais les note 5 ++—15et 5 —+—15. 1l les
nomme « quantités sophistiquées ».
Plus tard, au XVII® siecle, Descartes les nommera « quantités

imaginaires »,

Enfin, au XVIII® siecle, Euler introduit une nouvelle notation : il pose i le nombre tel que

i = —1. C'est donc la solution de I'équation x> + 1 = 0.

De nos jours, les nombres formes a partir de ce nombre imaginaire i, appelés nombres complexes, sont
fréguemment utilisés :

- en physique pour représenter les phénomenes ondulatoires en mécanique (oscillations d'un pendule), en
électrique ou en optique, notamment dans les télécommunications,

- en acoustique (I'étude des sons) pour étudier les phénomeénes acoustiques d’une salle (révérbération),

- en économie pour modéliser un cycle de croissance ou de prix.
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1. Définitions

1a. Ensemble C

Proprieté : il existe un ensemble des nombres complexes, noté C, qui :
- contient I'’ensemble R,

- contient un élément i tel que i* = —1,

- est muni d'une addition et d'une multiplication prolongeant celles de
R.

L'ensemble C est donc un ensemble de plus, qui contient tous les - i
ensembles de nombres que vous connaissiez déja.

Le but de ce chapitre est de déterminer : _
* quels sont les autres nombres inclus dans cet ensemble C, A i
» comment y effectuer les 4 opérations (+ — X +) jl A
* et comment résoudre des équations faisant intervenir des complexes. '

Il existe d’autres ensembles de nombres incluant C, par exemple H.
Toutefois, ces ensembles perdent des régles usuelles par rapport aux
nombres réels. Dans G, il n’y a pas exemple pas de relation d’ordre : nous
verrons que deux nombres complexes ne peuvent pas étre comparés.
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1b. Forme algébrique

Proprieté : Tout élément z de C est de la forme z = a + ib, aveca,b € R.
 a est la partie réelle de z, notée Re(z),

* b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

On appelle cette forme la forme algébrique de z.

Exemple 1 Voici des nombres complexes, donner leurs parties réelles et imaginaires.

z=5+3i Re(z) = Im(z) = z=+vV2i—5 Re(z)= Im(z) =
z=1-i  Re(@)= Im(z) = z=ntt Re@)= Im(z) =
z=8 Re(z) = Im(z) = z= 3"; > Re(z) = Im(z) =
z=—6i Re(z) = Im(z) = z=i(i—2) Re(z)= Im(z) =

Définitions : soit z = a + ib un nombre complexe.
* Sia = 0 (c'est-a-dire Re(z) = 0), alors z = ib. On dit que z est un imaginaire pur. On note z € iR.
* Si b = 0 (c'est-a-dire Im(z) = 0), alors z = a. Alors z est un nombre réel, c’est-a-dire que z € R.

Propriétés :
e Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles.
¢ Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales.

Exemple 2 pour chacun de ces nombres, donner sa forme algébrique, sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a.z=3i—4+2i—1 b.z=5i—75+1 c.z=2—-i*+i

Exemple 3 Soit x € R. Soit z un nombre complexe tel que z = x* — x — 2 + 3ix.
Déterminer les valeurs de x telles que :
a. z est un réel. Calculer alors z. b. z est un imaginaire pur. Calculer alors z.

Exemple 1
epourz =5+ 3i, Re(z) = 5 et Im(z) = 3. Notez que Im(z) est un nombre réel.

e pour z = % —i,Re(z) = get Im(z) = —1.

epour z = 8, Re(z) = 8 etIm(z) = 0. z est un nombre réel.
e pour z = —6i, Re(z) = 0 et Im(z) = —6. z est un imaginaire pur.

e pour z = V2i — 5, Re(z) = —5 et Im(z) = 2.

epourz =m+ i, Re(z) =metIm(z) = %.

e pour z = 3i6_5 = —§+%i, Re(z) = —zetlm(z) = %
epourz=i(i—2)=i*—2i =—1-2i,Re(z) = —1etIm(z) = —2.
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Exemple 2

a.z=3i— 4+ 2i — 1= -5+ 5i en forme algébrique. Re(z) = =5 et Im(z) = 5.
b.z=5i—-75+i=—-7,5+ 6i en forme algébrique. Re(z) = —7,5 et Im(z) = 6.
c.z=2-i*4+i=2-(—1)+i=3+ienforme algébrique.

Re(z) = 3etIm(z) = 1.

Exemple 3

a. z est un réel si et seulement si sa partie imaginaire 3x est nulle, donc si x = 0.
Onaalors z = 2.

b. z est un imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle x* — x — 2 est nulle.
Ce polyndme a pour discriminant A = (—1)? — 4 x 1 x (—2) = 9 et pour racines :

—(-1D)—-Vv9 =2 —(-D+V9 4
X1 = = =—1 et x; = =—=2
2x1 2 2x%x1 2
Ainsi, z € iRsix = —1,onaalorsz = 3i X (—1) = —3i

ousix=2,onaalorsz=3i X2 =6i

1c. Conjugué

Définition : soit z = a + ib un nombre complexe.
Alors le conjugué de z, noté Z, est le nombre Z = a — ib.

Remarque: z = z
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2. Opérations

2a. Somme & différence

Propriétés : soient z = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes. Alors :

 Additionner des complexes revient a ajouter leurs parties réelles et imaginaires : z+z' = (a+a') + i(b+ b")
* |'opposé de z, noté —z, revient a prendre |'opposé des parties réelles et imaginaires : —z = —a — ib

* Soustraire z' a z revient a ajouter zZ et 'opposé de z, ainsiz —z' = (a—a’) + i(b — b")

Exemple a.soientz; =5 —2ietz, = —2 + 4i. Calculer z; + 7z, et z; — 7.
b. soient z; = —2 + 3i et z, = —7i. Calculer z; + z, et z; — Z,.

a. z1+z,=0B-20)+(-2+4i))=3+2i
z1—2,=(05-2i)—(-2+4i) =7 — 6i
b. z+2z,=(-2+3)+(-7i))=-2—4i
Zi— 2, =(—2+4+3i)— (-7i) = -2+ 10i

2b. Produit

Propriété : soient z = a + ib et z' = a’ + ib’ deux nombres complexes.
Alors la multiplication de z par z’ est donnée par laformule: z X z’' = (aa’ — bb") + i(a'b + ab")

Exemples: a. Démontrer la propriété.
b. Calculer A = (8+ 3i))(—4—1i) etB =3i(5-7i)
c.Onposez, =5 —2ietz, = —2 + 4i. Calculer z, X 7z, et z,°.
d. On pose z = —7 + i. Calculer —3iz et 2277

a.zz' = (a+ib)(a" +ib")

= aa’ + aib’ + iba’ + i*bb’

= aa' + iab' + iba’ — bb’

=aa’' — bb' + i(ab’ + ba’)

Notez qu’en fait, on n’utilise pas beaucoup cette regle...
b.A=(8+3i)(4—i)=32—-8i+12i—3i2=32+4i+3 =35+4i

B = 3i(5 — 7i) = 15i — 21i? = 21 + 15i

€22y = (5—20)(—2+4i) = —-10+20i + 4i — 8i? = —10 + 24i + 8 = —2 + 24i
Pour z%, on peut essayer l'identité remarquable (a — b)? = a? — 2ab + b2

zZ = (5 — 2i)?

=52 —-2x5x2i+(20)*
= 25 — 20i + 4i?
=25—-20i — 4
=21 - 201

d. —3iz = -3i(—-7 +i) = 21i — 3i* = 3 + 21i
Ici, on peut appliquer (a + b)? = a® + 2ab + b? en se rappelant que i* = —1.
222 =2(-7+1)*=2(49—-14i—1) = 2(48 — 14i) = 96 — 28i
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2c. Quotient
Soient z et z" deux nombres complexes, avec z" # 0.

Z
Pour calculer —, on multiplie le numérateur et le dénominateur
z'

par z’, le conjugué de z'.

4-—3i 1-i
-et—
1+i 2i—5

b. Soit z = 2 + 3i. Calculer l'inverse de z.

Exemplel a. Calculer

c. Résoudre I'équation suivante : (5+3i)z—2 =i+ 7

1
Remarque : — =
i

. ) ) 1 2z
Exemple 2 Soient z; = 3i —v/3 et z, = 2 — 3i. Calculer — et —=.
Z 73

Exemple 1 a. Nous allons multiplier le numérateur et le dénominateur de la
fraction par le conjugué de (1 + i), c’est-a-dire (1 — i).

Le calcul est terminé quand on a obtenu la forme algébrique a + ib du résultat.
4—3i (4-3D)(1-i) 4-4i-3i+3i* 1-7i 1 7

1+i (1+0d-D 12-iz 2z ~2°2
Nous verrons plus tard que pour tout nombre complexe z = a + ib, multiplier z par
son conjugué donne toujours un nombre réel, précisément a* + b2,

1-i _ (1-0(-2i-5) _—2i-5+2%+45 _—7+3i __7 3
2i—5 (2i—5)(=2i—5)  5°— (20>  25-47 29 29'
Do 1
b. L’inverse de z est ~

1 2 —3i 2-3i _2-3i _2-3i_2 3

2+3i (2+30)(2-3i) 22-(30)? 4-9Z¢ 13 13 13
c.(5+3i)z—2=i+7= (5+3i)z=i+9.Ainsi:
i+9  (+9(5-30) 5i-3i*+45-27i 48-22i 24 11
5430 (5+3)(5-30) 52 — (3i)? ~ T 32 17 17"
Remarque
1 —i —i =i

- = = =—=-—1

i ix(—=i) -2 1

Exemple 2
11 —3i—+3 _ -3i—-V3  -3i—-v3 V3 1,
zi 3i-v3 (3i-3)(=3i-v3) V¥-@3) 12 12 4
2—j=zz %-(2—31)(—%—%1) —§+§i—%i+zi2

V3 3 (V3 1)
"6 4 (T_E)‘
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2d. Opérations et conjugué

Proprietés: Soit=a +ib € C.

ez+ 7z =2Re(2) oz — 7 = 2ilm(z) °»—Z=—Z

ez X Z=a’+b* :leproduitd'un complexe par son conjugué est réel.

Propriétés : Soient z, z' € C.

_ = = Z Z
oz+z =247 ezXz =2XZ7 e — == (z'#0)
VA Z
e pourtout n €N,z =z "
Exemple 1 Déterminer la forme algébrique du conjugué de z = % .

1 1
Exemple 2 Montrer que pour tout nombre complexe z # 0, le nombre complexe ; + E est un réel.

Z+Z
Exemple 3 Soit z € C non nul. Déterminer si le nombre —— est un réel ou un imaginaire pur.

Exemple 1 On applique la propriété : les conjugués de produits/quotients/carrés
sont égaux aux produits/quotients/carrés des conjugués.

B+20(1-1) (@B-20A+i) 3+3i—2i—2i 541

7 =

(1+20)2 (1-20)2  12—4i+ 20)?* -3 —4i
Pour aller plus vite, on applique la nouvelle propriété : z X Z = a® + b?,

S5+i _ (GH+D(3+4) _-15420i-3i447 194170 19 17
—3—4i (—3—4i)(=3+4i) 32 + 42 ~~ 25 25 °'25'
Exemple 2
1 1 z z zZ+4z
—t+=-=—4+—=—= —

z Z zZ ZZ zZZ

Or Z + z = 2 Re(z) qui est un réel, et zZ est également un réel.
. 7 - - 1 1 7
Donc leur quotient est réel. Ainsi - + - est un réel.

Exemple 3

Z+ Z = 2Re(z) estunréel, etz — z = 2ilm(z) = 2Im(z) X i. Donc:
z+7Z  2Re(z)  Re(z) 1 Re(z) ,
r—7 2Im@ xi _Im@ X1 Ime) Y

Il s’agit donc d’'un imaginaire pur.
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3. Equations et polynémes

3a. Equations linéaires

Résoudre dans C les équations suivantes.
Exemple 1 (équations linéaires, de la forme az = b)
a.(6—10i)z =2 b.-3iz=1 cz(7—i)=1+2i d.2i+1)z=1+i-2iz

Exemple 2 (équations produit nul) a.(z —2i)(iz+1) =0 b.2iz*+3z=0

Exemple 3 (équations incluant un complexe et son conjugué) Résoudre dans C les équations suivantes :

a.—z=5—1 b.2z4+7z=3-—2i c.2z=3z+5—1i
Exemple 1 a.(6—10i)z =2
2 1 345 _3 5.
L e = = = =
“T6-10i 3—-5i 32+52 34 34
b.-3iz=1
1 i i 1
Lot = = = — = —
=731 Bixi 3 3"

c.z(7—i)=1+42i
1+2i_(1+2i)(7+i)_7+i+14i+2i2_5+15i_1+3_
7—i  72+12 50 ~ 750 10 10
d 2i+1)z=14+i-2iz Ri+1)z4+2iz=1+i=@i+1)z=1+i

1+i @+i)(—4i+1) —-4i+1-4i*’+i 5-3i 5 3
N7 = - = — — — _ i
4i +1 12 + 42 17 17 17 17
Z—2i=0=){2=2i

iz+1=0 Z=iets:{l;2l}

— Z =

Exemple 2 a.(z-2i)(iz+1)=0¢& {

_ z=0
b.2izz+32=0<=>z(2iz+3)=0<=){ Z= 1 (:){Zz 3 3,

. 2iz+3 =0 0
et s = {0;2 i}
Exemple 3 a.—Z=5—-ieoz=-5+ieoz=-5-i

Pour les suivantes qui font intervenir z et Z a la fois, on doit poser z = a + ib.
On doit alors séparer parties réelles et imaginaires dans les deux membres.
b. On pose z = a + ib. On a alors Z = a — ib.

2(a+ib)+(a—ib)=3—2i<=>3a+ib=3—2i<=>{

doncz =1 — 2i

—a=>5 a= -5
c.2(a+ib)=3(a—ib)+5—i<:>—a+5ib=5—i<=>{5b__1<=> 1

3a =3 a=1
b=—2=){b=—2

1,
doncz = —S—El
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3b. Polynomes du 21 degré

Propriété : on considére I'équation z*> = a, ou a € R.

e sia > 0, 'équation admet deux solutions réelles : vVa et —/a

e sia < 0,'équation admet deux solutions complexes : V—a i et —/—a i

Propriété : on considére I'équation az® + bz + ¢ = 0,ou a,b,c € R
Soit A = b® — 4ac le discriminant de I'équation.

esid > 0,I’équation admet deux solutions réelles :

_—b—+A _—b+VA
= 2a 42 = 2a
e siA = 0,1'équation admet une solution reéelle : z, = ;—3

e sid < 0,I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :
—b— V-4 —b + V=14

N 2a N 2a

SiAd # 0,alorsaz®+ bz + ¢ = a(z — z1)(z — zy).

Zq Zy

Exemples Résoudre les équations suivantes. Factoriser le membre de gauche de c; d et e.

a.16+2z°=0 b.2z2+10=0 ©¢z°—4z+5=0 d.z°—5z+6=0 e.z2+4z+13=0

a.16+z> =0 z2 = —16 et S = {4i; —4i}
b.222+10=0 & 222 = —10 & z2 = -5 et S = {/5i; —/5i}
c.z>—4z+5 = 0. Le discriminantest A = (—4)? —4 x 1 X5 = —4,
Les racines complexes conjuguées sont :

—(—4)—iv4 4-2i

Z1 = 2 % 1 > =2—1i etZZ=Z_1=2+i

DoncS ={2—i;2+iletz?—4z+5=(z—-2-0))(z— (2 +1))
d.z? — 5z + 6 = 0. Le discriminantest A = (=5)2 — 4 x 1 x 6 = 1.
Les racines réelles sont :
—(-5)—-vV1 5-1 —(=5)+V1 5+1
X, = = =2 et x, = = =3
2 %1 2 2%x1 2
DoncS ={2;3}etz*—5z+6=(z—-2)(z—-3)
e.z> + 4z + 13 = 0. Le discriminant est A = 4?2 —4 x 1 x 13 = —36.
_—4—1'\/36_4—61'_2 N e e
Zy = o<1 - 7 - [ etz,=2; = i
Doncs={2—3i;2+3i}etz2+4z+13=(z—(2—3i))(z—(z+3z?) |
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